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PRÉFACE. 


Cet Ouvrage est principalement destiné aux 
jeunes gens qui étudient pour entrer à l’Ecole 
Polytechnique. 11 est le résultat des leçons que 
j’ai données autrefois à l’Ecole centrale de 
l’Oise, et il fut composé pour mes élèves. La 
première édition a paru en i8oa. 

Je me suis proposé d’y présenter les élé- 
mens de la Géométrie analytique. J’entends 
par cette dénomination la manière d’appliquer 
l’Algèbre à la Géométrie, non pas à l’aide de 
constructions particulières qu’il faut varier 
pom- tous les cas, mais en employant les mé- 
thodes générales que Lagrange et Monge ont 
les premiers fait connaître dans leurs ou- 
vrages, méthodes enseignées depuis par Monge 
à l’Ecole Polytechnique , et si heureusement in- 
troduites par M. Lacroix dans ses traités élé- 
mentaires; ce qui est un des plus impôrtans 
services que l’on ait jamais rendus à l’enseigne- 
ment des Mathématiques. Instruit par les écrits 
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PRÉFACE. 

et par les leçons de ces professeurs célèbres , et 
pénétré des avantages (jue les élèves peuvent en 
recueillir, j’ai clierclié à les répandre, en pré- 
sentant les Elémens de la Géométrie analytique 
dans un ordre facile à suivre, et sous la forme 
la plus abrégée et la plus simple qu’ils pussent 
avoir. Je m’estimerai heureux si ce petit our- 
vrage , après avoir été utile aux élèves , donne 
naissance à quelque autre plus parfait, auquel 
je serai le premier à applaudir. 

Pour qu’un livre élémentaire du genre de 
celui-ci atteignît parfaitement le but auquel il 
est destiné, il faudrait que les propositions s’y 
trouvassent disposées dans l’ordre le plus na- 
turel, et que les démonstrations y fussent pré- 
sentées avec toute la clarté , l’élégance et la sim- 
plicité dont elles sont susceptibles. Mais ce degré 
de perfection, dont on doit s’efforcer d’approcher, 
est beaucoup plus difficile à atteindre qu’on ne le 
croit communément j et les améliorations succes- 
sives qu ont apportées à leurs ouvrages Icshommes 
distingués qui ont écrit depuis vingt ans sur les 
élépiens des Mathématiques, sont une preuve sen- 
sible de cette vérité. Aussi j’ai toujouis été per- 
suadé qu’un livre élémentaire ne peut être jugé 
que par l’expérience; qu’il faut, pour ainsi dire. 
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l’essayer sur l’esprit des élèves, et vérifier par 
cette «preuve la bonté des méthodes que l’on a 
choisies, he seul moyen de perfectionner un ou- 
vrage de ce genre est donc de recueillir, et même 
de rechercher avec le plus grand soin, les re- 
marques de ceux qui Vont enseigné. C’est ce 
que j’ai Êut pour celui-ci , et je dois beaucoup 
de reconnaissance aux professeurs qui m’cmt bien 
voulu aider à l’améliorer successivement. 

IjCuts conseils, et mes propres réflexions, m’a- 
vaient depuis long-temps fait sentir la nécessité 
de m’étendre plus que je ne l’avais fait sur 1» 
construction des expressions algébriques , et sur 
l’appbcation de l’Algèbre aux problèmes de 
Géométrie déterminés. Mais la difficulté de bien 
remplir cette tâche , et je l’avouerai , d’autres 
occupations plus obligées, ou plus attrayantes , 
m’avalent fait difierer pendant long-tempsà m’en 
acquitter; c’est ce qui a retardé cette sixième 
édition , qui m’était demandée depuis plu- 
sieurs années. Enfin , j’ai tâché de réparer ici 
cette omission par une addition assez étendue 
aux préliminaires. J’ai en» aussi devoir ne plus 
passer sous silence les propriétés des pôles et des 
lignes polaires considérées d’abord qiar Monge , 
et auxquelles les auteurs des Annales de Mathé- 



PnÉFACE. 


viîj 

matiques ont donné des développemens analy- 
tiques si élëgans. Enfin j’ai modifié la manière 
trop particulière , et trop compliquée, dont 
j’avais présenté la formation des sections du 
cône dans les éditions précédentes. On trou- 
vera, je crois, l’exposition la plus simple de cette 
formation, dans une note que je dois à mon 
beau-frère , M. Brisson , ingénieur en chef des 
ponts et chaussées, et que j’ai insérée page 454- 
J’aurais voulu pouvoir terminer ce petit ou- 
vrage par quelques exemples bien choisis sur 
l’application de l’Algèbre aux problèmes dépen- 
dans des lieux géométriques. Le temps ne me l’a 
pas permis ; mais j’espère être en état de le faire 
dans une édition suivante, si celle-ci n’est pas 
la dernière. 


e 




Fautes essentielles à corriger avant de lire 
VOuvrage. 


Page 8, ligne g a, b, x, lisez a, b, c, x 

13, ligne Ti en rem. AC, lisez AB 
Ib. , ligne g en rem. DX , lisez BX 

14, ligne ,avant-dem. ^2, lisez —2 

y ^ 

ao, ligne 8 CX , CX'. lisez AX, AX' 

'Ib., ligne avanl-dem. E, lisez E' 

Ib., ligne dernière... E*, lisez 'E 

a3, ligne i5 DCE', /wea DCE 

Ib., ligne i6 la partie , /irez là sécante. 

aS, ligne ii en rem. exemple , /irez exemples. 

37. ligne '9 abc, A'B'C', A"B"C", lisez ABC, 

AB'C, AB*C 

3a, ligne 5 en rem. n, lisez x 

33, ligne 8 CN, CN', lisez CN, CTS' 

ligne la CN'T, lisez C'N'T 

46, ligne 3 en rem. X, X', lisez TiX' 

48, ligne 5 en rem. YAX', lisez YCJC' 

Ib. , ligne la en rem. YAX', lisez YCX' 

4t), ligne 6 en rem. YAX', lisez YCX' 

53, ligne g en rem. OD', lisez OTY 

63, ligne i4 lisez z — z' 

65, ligne 6 en rem. CD', lisez C'D' 

^6, ligne 8 en rem. YAX , YAZ ZAY , lisez YAX , 
XAZ , ZAY 

83, ligne an C». lisez Ci 

84, ligne 8 CMT', lisez CA'T' 

8g, ligne 6 réduit, lisez se réduit 

iig, ligne g M',lisezM 

i63, ligne 6 en rem. MAX", lisez MA'X" 

J'Rne II AM, lisez A'M 

ligne dernière. . lisez (v + «) 

Dans l’expression de y, mettez i an 

lieu de a 

i8i, ligne g OA, lisez OB 

187, ligne dernière. . , Usez — 

O O 

•8g, ligne 10 en rem. — R», Usez = R* 

>99. ligne 10 en rem. CP et CO, /isezCFetP'O 
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Page 901, ligne 6 en rem. x, liscü a' 

Ma, ligne 3 en rem. B, lisez O 

ao 3 , ligne a x , lûea r 

ao6, ligne i X'OC', lisez X'OC 

307, ligne 7 en rem. ajoutez ; tel est l’objet des liguiet 
46 bis et 47 bis 
a 34 , ligne i 3 en rem. les, lisez par les 
a 36 , ligne 3 en rem. TAT', /isci TNl” 

a37, ligne 7 AMM', lisez ANM' 

Ib., ligne 9 et ta... LML', lisez LM'L 
a 38 , ligne 18 rectangulaires, ^es coordonnées rec- 

tangulaires 

389 , ligne dernière. . . B , lisez 


3 $3, ligne 5 en rem. B'*, lisez B’ 

356 , lig ig jrs+x' + c‘, lisez 3 (y* + a’ -f- 

364, ligne 4 en rem. CF, lisez AF 
368, ligne 8 apx, lisez •zpx" 

375, ligne 4 BL 

Ib,, ligue 8 comme centre. Avec, lisez comme 

centre, avec 

376, ligne 6 s/tar, lisez •spx" 

37g, ligne 5 en rem. sin lisez y'* sin’ *' 


Ib., ligne dernière... è sin », lisez b sm<c 
383, ligne la.....'. .. À'T, lisez A"V* 

387, ligne première., y, lisez r 

Ib., ligne 3 e<i inini. . . f .-.— , lisez ■ — 

agi, ligne i4 se tendent, lisez s'étendent 

ye't Y** 

399. ligne 4 y, lise* 

3 oo, ligne ta —, lisez ^ 

ex A 

3 oa, ligne g A.’y'*, lisez A*y"* 

3 i 3 , ligne ta........ FMC, lisez TMS' 

33 1, ligne 7 en F, lisez en P 

Ib., ligne 8 en lem. MBM, lisez MBM' 
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GÉOMÉTRIE, ANALYTIQUE. 


CHAPITRE PREMIER. 


4 

• . 


Exposition des principes sur lesquels se fonde 
l'application de l’algèbre à la Géométrie. 
Procédés généraux par lesquels on peut 
construire géométriquement les expressions 
algébriques. 

1. L’ALoèBRE est une langue qui , représentant les 
quantités par des caractères et les opérations par des 
signes convenus, sert à exprimer généralement les 
relations qui doivent exister entre les données et les 
inconnues d’un problème quelconque, pour que les 
conditions imposées par ce problème soient satisfaites. 
Peu importe que ces données et ces inconnues soient 
des nombres, comme dans les problèmes d’ Arithmé- 
tique, ou des mouvemens et des masses, comme dans 
les questions de mécanique, ou enfin des lignes, des 
surfaces et des solides, comme dans les recherches de 
Géométrie. Il sufiBt que les relations qu’elles doivent 
avoir les unes avec les autres, puissent être définies 
et réduites à des opérations calculables , pour qtie l’ Al- 


2 


CONSTRUCTION 


gcbre soit apte à les exprimer. En effet, lorsque cette 
réduction est praticable, la question proposée se trouve 
par cela même ne pas dépendre de la nature géométrique > 
physique , ou mécanique , desélémens que l’on combine, 
mais seulement des relations mutuelles établies entre 
eux par addition, soustraction, division , ou toute autre 
opération de calcul. D’où il suit que si, dans chaque 
espèce de quantités que Ton combine , soit ligne , sur- 
face, solide, ou masse, on en choisit une à volonté 
pour servir d’unité dans son espèce , toutes les autres 
que l’on doit combiner ensuite, soit entre elles, soit 
avec celle-là même, ne sont plus que des collections 
diverses de l’unité première-, de sorte que toutes les rela- 
tions calculables auxquelles on les assujettit , sont réel- 
lement des problèmes de nombres ; et voilà pourquoi l’Al- 
gèbre s’y applique toujours de la même manière , quelle 
que soit la nature absolue des quantités ainsi comparées. 

La première chose à faire pour appliquer l’Algèbre 
à la résolution des problèmes de Géométrie linéaire, 
doit donc être de concevoir une certaine longueur 
linéaire, que l’on prend pour unité de toutes les autres 
longueurs. Alors celles-ci se trouvent toutes représen- 
tées par des nombres entiers oufractionnair es , rationnels 
ou irrationnels; et l’on peut faire sur elles toutes les 
opérations de l’Aritlunétique. Ainsi , on peut les conce- 
voir ajoutées ensemble, ou retranchées les unes -des 
autres ; multipliées entre elles ou divisées; et c’est seu- 
lement sous ce point de vue que l’on peut attribuer un 
sens à de telles opérations , lorsqu’on les suppose pra- 
tiquées sur des longueurs. 

2. L’addition et la soustraction des lignes s’exprime 
ainsi sans aucune dilEculté. Car si l’on a, par exemple, 
deux lignes données dont les longueurs représentées 
ainsi numériquement soient a et ù , et que l’on de- 
mande une longueur égale à leur somme; en représen- 
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D)» EXPRESSIONS AUlÉBRtQUES. 3 

tant cette inconnue par ar, on aura par l’énoncé de cette 
condition même, 

* = a *4- 6 , 

ce qui permet de calculer aritlimétiquement la valeur 
numérique de x lorsque les valeurs numériques a et i 
seront données. Connaissant ainsi le rapport x de la ligne 
cherchéeà la longueur prise pour unité , l’on en déduira 
cette ligne elle-même. 

. Mais on pourrait aussi résoudre la question proposée 
géométriquement en construisant une ligne égale à la 
' somme des deux lignes données. C’est encore ce que notre 
équation indique. En effet , désignons par A la longueur 
absolue et géométrique de la ligne qui a été choisie ar- 
bitrairement pour unité de longueur; et représentons 
de même par A , B, X, les longueurs absolues des deux 
lignes données et de celle qui doit être égale à leur 
somme. Âlorsles valeurs numériques a, b, x, d’après leur 
déGnition même , seront les rapports de ces trois lignes 
à la première A , c’est-à-dire qu’on aura 



Cæs expressions étant substituées au lieu de a, b, x, 
dans l’équation qui renferme l’énoncé du problème , 
A disparaît, comme étant dénominateur commun des 
deux membres, et il reste 

X = A-f-B; 

d’où l’on voit que, pour obtenir la ligne cherchée , il 
suffira de porter les deux longueurs A et B à la suite 
l’une de l’autre sur une même droite , (gomme le repré- 
sente la Gg. 1 , où ABest A, BD, B, et AD la lignecher- 
chée X. Interpréter ainsi une expression analytique de 
manière à en déterminer l’inconnue par une construction 
de Géométrie, c’est ce qu’on appelle la construire. 
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La -soustraction des lignes s’opère aussi simplement 
que l’addition. Soit a la valeur numérique de la plus 
grande des deux lignes, b la valeur numérique de la 
plus petite, et x leur difiërence demandée , ou aura 

a E= a — ï; 


expression qui servira pour calculer arîllimétiquemenl 
la valeur numérique de cette dilFércnce lorsque a et b 
seront données. Mais On pourra aussi construire cette 
di fférence géométriquement, en substituant , comme tOul 
à l’heure , aux valeurs numériques a , i , les rapports 


A 
A ' 


B X 

— , — des lignes correspondantes, avec l’unité de 


longueur; car, par cette substitution , la longueur A 
disparait encore d’elle-mêine , et il reste 


X = A — B; 


relation entre les longueurs absolues et géométriques 
«les trois lignes , par laquelle on voit que l’on obtien- 
'dra la ligne X en portant la longueur B sur la lon- 
gueur A, non plus à la suite l’une de l’autre comme 
tout à l’heure , mais en sens contraire , et à partir de la 
même origine, comme le représente la lig. 2, où AB 
est A , BD , B , et AD, X , ou la ligne cherchée. 

En comparant cette construction à celle de la question 
précédente, on voit que, par la nature des opérations 
mêmes, la direction de la ligne BD ou B s’est intervertie 
relativement à la ligne A , lorsque le signe qui affectait la 
valeur numérique de celte ligne B a changé et a passé du 
positif au négatif. Cette analogie entre les inversions 
de position A;s lignes et les changemens de signe des 
lettres qui expriment leurs valeurs numériques , se 
retrouve continuellement dans l’application de l’Al- 
gèbre à la Géométrie; et elle y devient même d’une 


/ Digitized by Google 


DES EXPRESSIONS ALGÉBRIQUES. 5 

indispciisalile nécessité peur que toutes les questions 
géométriques susceptibles d’un meme énoncé, et iiui 
différent sculenieiit par les longueurs ou les situations 
relatives des lignes dont elles dépendent, puissent être 
exprimées par une seule et même équation. C’est ce 
que nous démontrerons bientôt d’une manière géné- 
rale. Mais j’ai voulu profiter du premier exemple de 
ces rapports entre les positions des lignes et les 
signes qui affectent leurs valeurs numériques, pour en 
taire sentir tout de suite, dans un cas très simple, la 
cause et l’universalité. 

.1. Après la combinaison des quantités par addition et 
soustraction , il faut passer à leur multiplication et à 
leur division, les unes par les autres. SupjKisons, par 
exemple , qu’une ligne inconnue X dé{>ende de trois . 
longueurs données A , B, C, de manière qu’il existe entre 
leurs valeurs numériques la relation suivante : 


ab- 



cette relation, sufiira pour calculer arithmétiquement 4^ 
quand les valeurs numériques a,b ,c ^ seront données. 
Mais si l’on veut en déduire la construction géométrique 
correspondante, il n’y a qu’à substituer aux lettres a,b,x, 

les rapports ~ ~ ~ des lignes correspondantes, avec 

Üunité de longueur. Car A disparait encore : et il reste 



d’ou l’on voit- que la ligne inconnue X est une qua- 
trième proportionnelle aux trois lignes données C, A , B, 
Ainsi, pour obtenir cette ligne par une construction 
géométrique , on n’a qu’à former à voloi^ un angle ar- 
bitraire M, fig. prenant ensuite sur une des branches . 


6 coNSTHDcnoif 

de cet angle les longueurs MC =C, MB = B, et sur 
l’autre, toujours à partir du sommet M, MA = A, on 
joindra CA; puis, par le point B lui menant une paral- 
lèle BX , MX sera la longueur cherchée. Car les triangles. 
CMA , BMX étant semblables, ou aura évidemment 

, MC: MB:: ma: MX 

ou ) c : B :: A : X, 

et par conséquent , 



conformément à la condition demandée. Mais on pour- 
rait encore construire la ligne X éPune autre manière, 
hg. 4. Car, en prenant toujours un angle arbitraire M, 
il n’y aurait qu’à porter C de M en C , et A de M en A > 
comme tout à l’heure; puis , à partir du pointC , prendre 
CB égal à B , en le comptant depuis le point C et non 
plus depuis le sommet de l’angle. Alors joignant CA et 
lui menant une parallèle BX , AX sei ait la ligne de- 
mandée; car dans le triangle BMX la ligne CA étant pa- 
rallèle à la base BX , divise les côtés en parties propor- 
tionnelles ; ce qui donne 

MC : CB :: ma : ax, 

ou 

d’où l’on tire 


n est facile de voir en effet que œs deux construc- 
tions s’accordent , c’est-à-dire que la longueur AX de la 
fig. 4 , égale la longueur MX de la fig. 3. Il suffit pour 
cela de concevdir par le point A , fig. 4 , une parîïllèle 
au côté CB; car le triangle formé par les lignes AX, BX 
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et cette parallèle , sera idenüquemeat égal au triaiigl» 
BMX de la % 3. 

On pourrait encore construire X de manière que la 
ligne qui représente cette inconnue, se trouvât placée, 
non sur un des côtés , mais sur une des basesdestriauglcs 
que l’on compare. Pour cela , on n’a qu’à prendre sur 
une droite indéfinie MZ, fig. 5 , une longueur MC égale ' 
à C; puis, du point C menant une autre ligne indéfinie 
sous un angle arbitraire , on prendra sur celle-ci la 
longueur CÂ égale à A , et l’on joindra MA , que l’on 
prolongera indéfiniment. Alors , si , à partir du point M 
on porte sur la ligne MZ la longueur MB égale à B, 
il ne restera qu’à mener BX parallèle à CA, et terminée 
à l’autre branche de l’angle M; ce sera la longueur 
cherchée de X, comme on le voit par la similitude des 
triangles MCA , MBX. 

Les trois modes de construction que nous venons 
d’expliquer , s’accordent à donner pour X une même 
longueur; mais ils la donnent placée de difiérentes 
manières; et l’on profite de cette diversité pour choisir , 
dans chaque problème, l’espèce de construction qui uti- 
lise le plus possible les lignes déjà tracées dans la figure, 
ou qui donne à l’inconnue la position la mieux appro- 
priée à l’objet qu’elle doit remplir. C’est dans cette 
simplicité de la construction , et dans sa convenance , que 
consiste ce que l’on appelle l’élégance d’une solution. 

4. Dans l’exemple que nous venons de discuter, ainsi 
que dans les deux précédens, lorsque nous avons passé 
des valeurs numériques des lignes aux relations de leurs 
longueurs absolues, ce que nous avons fait, en substi- 
tuant aux lettres a,b,c, qui représentaient ces valeurs , 
leur expression explicite, où l’unité de longueur était 
en évidence, nous avons toujours trouvé que cette 
unité disparaissait d’elle-même ; de sorte que l’équation 
fmtre les longueurs absolues était exactement la même 
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qu’entre les valeurs numériques. Nous aurions donc 
pu nous dispenser de cette transformation , et procéder 
immédiatement à la construction géométrique d’après 
l’équatien en a, b, x , en y considérant les lettres a,b,c , 
comme représentant les lignes mêmes. Mais on ne 
pourrait pas en agir ainsi en général. Car l’identité 
des relations que nous avons trouvées dans les exemples 
précédons , entre les valeurs numériques des lignes et 
leurs longueurs absolues, tenait à cette circonstance 
particulière , que la condition qui les liait portait seu- 
lement sur les rapports de ces lignes entre elles j in- 
dépendamment de leur rapport absolu avec l’unité de 
longueur. Cela devient évident, si l’on observe que les. 
équations 

ab 

«=:a4>o, x=a — b, * = — , 
peuvent être mises sous les formes suivantes : 



où elles ne contiennent plus que des rapports des lettres 
a, b ,x, entre elles. Les équations qui jouissent de cette 
propriété sont appelées homogènes, et il en existe de 
telles dans tous les ordres de puissances ,. comme les. 
suivantes,, par exemple,. 


** = a* + i*^ M -f- c*«i* , 

«• 

qui peuvent se mettre sous la forme 


/«V , /i\* , c*d** 

' = {x)-^\x)> * = 7^+^ 

ou bien encore , 

â)=’ +(«-)■■ œa)’=’+(O‘(0 


»/rfv 
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Or, toutes les fois en sera ainsi , il est clair (]UC, si 
l’on substitue aux lettres a, i, c,x, leurs expressions expli- 
cites oii l’unité de longueur sera en évidence , la lettre 
qui désignera cette unité disparaîtra d’elle-mciue dans 
ebaque rapport , et ainsi l’équation entre les longueurs 
absolues sera la même qu’entre leurs valeurs numé- 
riques; mais il arriverait autrement si l’éejuation pro- 
posée contenait , outre les rapports des lignes A,B,C,X, 
entre elles, le rapport absolu de quelques-unes de 
ces lignes à l’unité de longueur. Car si l’on avait , par 
exemple , 

X ab, 

la valeur numérique de x pourrait bien se calculer 
immédiatement par cette équation , puisqu’elle se trou- 
verait être le produit des deux nombres abstraits que 
a et 6 représentent ; et , cette valeur numérique étant 
connue, on pourrait aussitôt construire en parties 
de l’unité de longueur , la ligne qui y correspond ; mais 
si l’on voulait passer de cette équation & la relalioir 
analytique qui lie les grandeurs absolues des lignes 
A, B, X, en substituant aux lettres a, b, x, leurs expressions 
A B X 

— , —, —, où l’unité de longueur est en évidence, 

A se trouvant au carré dans le dénominateur du se- 
cond membre, et seulement à la première puissance 
dans le dénominateur du premier membre, il ne dispa- 
raîtrait point complètement; et il resterait, après les ré- 
ductions faites , 



c’est-à-dire que la ligfie X se trouverait être une qua- 
trième proportionnelle a*x longueurs A, Â, B. Ainsi, 
dans ce cas , et dans tous les analogues , on ne doit pas 
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supposer entre les longueurs absolues la même relation 
qu’entre les valeurs numériques ; et cette impossibilité 
se trouve indiquée par la considération de l’équation 
meme ; car sïa,b,x, représentaient des lignes et non pas 
des nombres abstraits , le produit ab représenterait une 
surface , et par conséquent ne pourrait pas s’égaler à la 
ligne X, On voit donc par ces exemples , qu’en général , 
pour passer des relations analytiques abstraites aux 
relations géométriques qui lient les valeurs absolues, 

11 faut remplacer les valeurs numériques des lignes 
par l’expression équivalente des rapports de ces lignes 
à l’unité de longueur, et n’interpréter géométrique- 
ment le résultat qu’apres avoir effectué réellement ou 
du moins mentalement cette substitution ; réellement , si 
l’équation n’est pas homogène ; mentalement , si elle l’est. 

5. Par les mêmes principes dont nous venons de faire 
usage , on pourrait calculer et construire toute expres- 
sion de la forme 

_ ahcd ef . . , 

' ■ b'dd^f... 

dans laquelle a, h, c, d, a', b', c' , df... seraient des valeurs 
numériques d’autant de lignes données. Car , pour le 
calcul numérique , il se ferait immédiatement sur les 
nombres abstraits a, . b’,c,(ï — Quant à la con- 
struction, si l’on suppose l’équation homogène, ce qui aura 
lieu si le numérateur du second membre contient un 
facteur de plus que son dénominateur ; en substituant 
aux valeurs numériques les rapports géométriques,, 
l’unité de longueur disparaîtra ; et il viendra entre les 
ligues 

ABCDEF ... 

, B'C'D'E^F... 

AB 

Or, la partie -^7 peut d’aR>rd être considérée comme 
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représentant une ligne A", quatrième proportionnelle 
à 6', A , B , et susceptible d’être obtenue par la construc- 
tion expliquée lig. 3, 4 ou 5. Combinant cette ligne 


, C , , . A'C 

arec le rapport suivant ^ , le produit représen- 


tera une nouvelle ligne A*, qui se construira de la 
même manière. Celle-ci combinée avec , donnera le 
AT) 

produit auquel on substituera une nouvelle ligne 


A", et ainsi de suite, jusqu’à ce que l’on ait épuisé tous 
les rapports dont la valeur de X est composée. Le der- 
nier résultat, de même forme que les précédens, sera 
donc, encore une ligne qui exprimera la valeur de l’in- 
connue X. 

Nous avons supposé que le numérateur du second 
membre contenait un facteur de plus que le dénomi- 
-nateur; c’est évidemment c^te condition qui, lorsque 
nous avons passé aux relations géométriques des lignes , 
a fait disparaître des deux membres l’unité de lon- 
gueur A. Si donc elle n’avait pas eu lieu, A serait resté 
dans l’équation pour oompletter l’homogénéité ; mais 
une fois qu’il y aurait été ainsi réintroduit, la con- 
struction se fût achevée de la même manière. Si l’on 
avait eu , par exemple , 


X ~ ahcd, 

le numérateur du second membre étant composé seu- 
lement de quatre Acteurs, et le dénominateur de 
chaque terme étant l’unité , on aurait obtenu pour la 
relation géométrique. 


X = 


ABCD 


expression qui se serait construite de la même manière- 
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Car d’abord la partie — - eùtdonilc une ligne A", qur, 
C 

combinée avec le rapport —, eût produit une nouvelle 

ligne A*, laquelle enfin combinée avec eût donné 

une dernière ligne A”, qui eût la valeur de X. 

6 . En général , quelle que soit la relation analytique 
établie entre les valeurs numériques des lignes, par 
l’équation qui détermine l’inconnue j: , lorsqu’on sub- 
stituera au lieu de- ces valeurs leur expression expli- 
cite, c’est-à-dire les rapports géométriques des lignes 
avec l’unité de longueur, il en résultera toujours entre 
les lignes une équation, qui ne contiendra que dos 
rapports de lignes entre elles, c’est-à-dire une expres- 
sion homogène. Ainsi, en définitif, on n’a jamais à 
construire que de telles expressions. Cest pourquoi,, 
afin d’abréger l’exposition des méthodes géométriques 
par lesqueUesles constructions s’obtiennent, nous nous 
bornerons à les appliquer à des équations dans les- 
quelles l’homogénéité est déjà établie , et qui puissent 
ainsi indifieremment être considérées comme ayant lieu 
entre les valeurs numériques des lignes ou entre leurs 

* longueurs absolues elleamémes. 

7. Déjà celles que nous avons considérées nous ont 
donné l’exemple de la multiplication et de la division 
des lignes, ou plutôt des valeurs numériques des lignes 
les unes par les autres; mais il se présente aussi des 
questions où l’inconnue x est donnée par des expres- 
sions radicales , telles que 

x — ^ab, *=j/a*4-û’, * = — é*, 

dans lesquelles je suppose que a et û soient des lon- 
gueurs connues. Le calcul numérique de ces expres- 
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sïons n’offre aucune difficulté, si l’on substitue aux 
lettres a et b leurs valeurs numériques j mais on peut 
égalementlesconstruire enattribuant aux lettres a, b, x, 
des valeurs absolues. Car la nature de ces expressions 
■est telle, que l’unité de longueur A disparaîtrait d’elle- 
luéine comme tout à l’heure, si l’on substituait aux 
valeurs numériques leurs rapports avec elle; d’où il 
«uit que l’on peut essayer de les construire immé- 
diatement. 

Or , en commençant par la première ^ ab , on voit 
qu’elle exprime une moyenne proportionnelle entre 
les valeurs a et b, ou entre les lignes que ces valeurs 
représentent. On pourra donc la construire en portant, 
fig. 6 , les lignes AB = A, BD =; B à la suite l’une de 
l’autre , puis sur leur somme Al) ou A -f- B comme 
diamètre, décrivamt une circonférence de cercle et éle- 
vant au point de jonction B une ordonnée BX. Ce sera 
l’inconnue cherchée. En ^et , par les }Mx>priétés con- 
nues du cercle , le carré de cette ordonnée est égal au 
produit des deux segmens du diamètre,. et ainsi elle 
satisfait à la condition exigée. 

On pourrait encore construire X par les cordes , 
comme dans la lig. 7 , où AB est A , et BD est D. Alors 
sur AC, comme diamètre, on décrira une circonfé- , 
reiice , à laquelle on élèvera par le point D l’ordon- 
née DX, et la corde DX sera l’inconnue cherchée. Car 
par les propriétés connues du cercle , cette corde est 
moyenne proportionnelle entre le diamètre AB et le 
segment ^p. 

En réunissant ce mode de construction à celui des 
quatrièmes proportionnelles, on parviendrait à con- 
struire géométriquement toute expression de la forme 

A" = abcd . . . , 

où le nombre des facteurs renfermé sous le radical 
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serait quelconque. Car supposez , par exemple , qu’il 
fAt (le quatre ; en substituant aux valeurs numériques 
(les lignes leurs rapports avec l’unité de longueur , on 
aurait d’abord 

X /ÏBCü 
A “ V A» 

et après les réductions, 

x=v/?F. 

Maintenant, le produit qui se trouve sous le radical, 
peut être (xmsidéré comme œmposé de deux facteurs 

dont chacun représente une quatrième pro- 
portionnelle facile à construire par les figures 3 , 4 
ou 5. Supposons cette constru(rtion faite, et soit A' la, 
première de œs lignes. B’ la seixmde; en les substi- 
tuant dans l’expression de X, il viendra 

X=\/rF; 

c’est-à-dire (pie la ligne X est moyenne proportion- 
nelle entre les lignes A' et B'. On pourra donc l’obtenir 
par le cercle c»mme précédemment. 

Si l’on avait eu cinq facteurs au lieu de quatre , on 
aurait trouvé après la transformation 


et par suite. 


X , /ABCDE 
A "■ V A^ ’ 

x=v/ 


ABCDE 


Dans œ cas, on (»mmencerait cwmine tout à l’heure, 
par isoler les facteurs — , que 1 on construirait 

par des quatrièmes proportionnelles A' et B' ; ensuite 
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combinant l’une d’elles, B', par exemple, avec le dernier 

.E . , . , , . D'H 

rapport — , il en résulterait le produit qui se con- 
struirait encore par une quatrième proportionnelle , et 
donnerait ainsi une nouvelle ligne B*. On aura donc 
alors 

x=v/rF, 

qui se construirait par le cercle , comme précédemment. 
8. Passons aux expressions radicales de la forme 

' ar=v/o*-+-6». 

Celle-ci se construit par les propriétés du triangle 
recUngle, fig. 8. En effet, soit AB = A, BD = B et 
les deux lignes AB , BD , perpendiculaires l’une à 
l’autre. Alors , en nommant l’hypoténuse AD , X, on 
aura évidemment 


d’où 


X* = A*-f B*, 

X =t/Â^B^,”“ 


e’est-à-dire qu’elle satisfera aux conditions demandées. 

On construit également par le triangle rectangle 
l’expression 

x=\/'âr:-b^.^ 

seulement la ligne X n’est plus niypoténuse du 
triangle, mais un des côtés de l’angle droit En effet, 
ayant mené, fig. 9, deux droites indéfinies perpendi- 
culaires l’une à l’autre, prenez sur l’une d’entre elles, 
a partir du sommet de l’angle, la longueur DB égale 
a B; puis, du point B comme centre, avec B A , ou A 
pour rayon, décrivez un arc de cercle qui aille couper 
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l’autre brandie en A ; alors si l’on nomme AD, X , on 
aura évidemment 

X=V/Â^^^^; 

c’est-à-dire que DA satisfera à la condition proposée. 

En combinant cette construction avec la précédente, 
on pourra construire toute expression de la forme 

a: = -f- é* — c'“ — rf* 4* «“• • • ; 

c’est-à-dire dans laquelle le radical se trouvera enve- 
lopper la somme ou la différence d’autant de carrés que 
l’on voudra. Car d’abord , en réunissant les deux premiers 
carrés , on pourra leur substituer le carré B'* d’une ligne 
unique , qui sera l’hypoténuse d’un triangle rectangle ^ 
dont les cdtés seront les lignes A et B. Joignant ensuite 
B'* au carré suivant, que nous supposons affecté du 
signe négatif, la différence B'*— C* pourra encore 
être remplacée par le carré d’une ligne unique B" qui , 
cette fois, sera un côté du triangle rectangle dont B' 
serait l’hypoténuse , et C l’autre côté ; continuant ainsi 
à réunir les carrés successifs par somme et par diffé- 
rence , on finira par ditenir une ligne unique et défini- 
tive, qui sera la valeur de X. 

Le même mode de construction peut se combiner 
avec ceux que nous avons exposés plus haut, et il est 
nécessaire de le faire lorsque le radical qui exprime 
l’incofnnue x, enveloppe, outre des carrés, d’autres 

termes de la forme ab , ou comme serait, par 

exemple, l’expression suivante : 

Dans ce cas , le produit — devrait cire décomposé 
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kac _ . . 4ac 

en -J- .<• Le premier facteur se oonstrtiit par une 

quatrième proportionnelle ; ainsi , en nommant h' la 

ligne qui en résulte, le produit devient i'c, et 

peut être remplacé par le cajjré 6 "* d’une ligne unique , 
qui s’obtient comme dans la page i3 , au moyen du 
cercle. Le produit ef, qui est de même fornre, peut être 
aussi remplacé par le carré c"“ d’une ligne unique , 
qui s’obtiendra de la même manière; alors le radical 
ne contenant plus que des difTéreuces et des sommes 
de carrés, les seules propriétés du triangle rectangle 
suffiront pour en achever la construction. ^ 

Pour ce qui précède , nous nous sommes borné à l’ex- 
posîtion des principes généraux. Mais, dans les cas parti- 
culiers, les applicationsdeces principes peuvent souvent 
être simplifiées, ^it par des transformations analytiques 
qni rêhniSSent plusieurs' termes d'arts üné mêriie con- 
stmetten, soit par une combinaison ataritageusè ‘'dés 
termes à construire, soit enfin par’ un ’clioix’ adroit 
d’inconnues. La résolution des problème* nous offrira 
des éxtemples 'fréqueris de ces simplifications 5 êt noùs 
fourniin ainsi Poccasion’' d’expliquer plus ‘préêisémeiit 
les principàul artifices par lesquels elles' s’bhtieïniériï." 

' 9 . Au moyen des procédés' que nous venons cPéüpôser *, 
on pourra construire immédiatement toute inconnue 
qui dépendrai d’une éqnationdu premi er degré ;r;oar .la 
valeur, d’wne telle inconnue h’étant jamais exprimée 
quel . les produits^ oq les rapports de$ quantités don- 

nées, les^ unes; avec les, autres, elle p,’exigpra_ pour sa 
construction qqe jdcf5.(|pÿ|.rièiuqs, proportionnelles et 
des moyennes proportionnelles, deux çlioses . qpc^ nous 
aypps, .appris à obtepir généralement., ^ . 

^Q. Mais les mêmes procédés suffisent cnçprcpour coi;.- 

•! > .. ! « i i- - l!,..-: '•“ * 
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•truire géométriqueninit les racines tVuoe ccjnation du 
•second degré, dont les coeUiciens ont des valeurs quel- 
conques, et j»ar conséquent aussi pour obtenir analyti- 
quement la solution géométriq^ie de tous les problèmes 
qui conduisent à une pareille équation. C’est ce que 
twms allons itioiitrer en parcourant successitenMUït les 
différentes formes dont une équation du second degré 
est snso£|>tlbtie. 

^apposons, par exemple, que l‘oh ait 

! . * 1 2«.T = — (l) 

en résôlvani cette équation pat fapport à x, 6 n trouve 
les deux racines 

x=a-i-{/a'‘ — ar=a — l/a“ — é‘. 
D’nliord, la partie radicale de ces expressions .peut être 
évidemment, représentée par un côté de triangle rec- 
langle, dout la ligne A ést l’bypoténuse , et la ligne B 
l’autre côté. Ainsi, pour l’obtenir , traçons, fig. io,ajoe 
ligne indcGuie ZZ'; puis, en un,poiatquelcûnque de oette 
ligne, éIcvoi^iS7lui une perpendiculaire, à laquelle nous 
donnerons une longueur BÇ ég2Lle à B; enfin ,-du point C 
comme centre, avec A pour rayon, décrivons une cir- 
conférençç de cercle qui, généralement parant, cou- 
jierajla drôile indéfinie ZZ' en deux points X, X', 
également éloignés du point B. Alo^S les scgmeiis BX 
ou BX' repréaenteront le. radical V^A‘‘ — B®; Gansé- 
quemraent'j siicâ partir du ptnodB, l’on potte sur ZZ', 
«nfl. rhtngnéur ,BA égale à la longueuit > AX- ou 
représfffileitiJ k'pféCteièï^ S'aleW* dè-K», 

AX'i ait A \/ A*"— B“j tfijtrésèirtera la seconde. '' 

Si la longueur particulière d'e la ligne B était' telle, 
rpZ^e fét égale à la ligne A, ü èst clair que Icsdèul 
points d’iiitersectiôrt X,X', se téühiraieht en un seul 
ch B, et aibsi le cercle ne coupcràH paS l.a droite liidé- 
.finie ABX, mais il la toueberait seulement en ce point. 
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Alors les longueurs BX, BX'^,dcTen*nt>iulles, les deux 
longueurs AX , AX', deviendraient égales entre elles et à 
la ligne unique A<Cies diverses mcdiëcationsde la eon- 
struetbn géométrique sont l’expression tklide de celles 
que l’équation proposée aubit par la nouvelle relation d’é- 
galité su^]x»ée iei»tre les ligues A et B ; oar aWs il faut 
sufiposerausM aes é,«e <jui rend nul le radical 
et réduit les -deux racines é leur seul premier ternie ; 
de sorte qu’elles deviennent égales entre clics et à la 
■valeur unique <i. < ' > 

Enfin , «i B surpassait A, le cercle décrit du point C 
comme centre avec A pour rayon, né couperait pas du 
tout la dreSte indéfinie AB. Les points X, X', ne pour- 
raient donc pas ^itenîr dans cette circonstance , et 
ainsi la solution de la question propéséc serait impos- 
dlile. C'est aussi ce que l’équation cnti-e les valeurs 
mimériqnes montre; car, si b surpasse a , la partie radi- 
cale \/ a’ — b', qui est commune ans deux r.vcine?^ de- 
vient imaginaire , et conséquemmcu,l , Iqs deux rpciflcs 
sont împossililcs. 

La construction précédente, à laquelle nous avons 
été conduits par les valeurs des racines , aurait pu éga- 
lement se découvrir d’après l’inspeoUon seule de l’Apia- 
tion qui les déterminait. En c&t,. en cliangeant l<*s 
signes de cette équation , elle peut se mettre sous cette 
Xofme.J 

, = é*. 

Alors, elle montre que la quantité. connue é doit être 
im^ennc proportionnelle entre les valeurs de x et de 
Cette propriété désigne b comme l’ordonnée 

-d’im cercle dont aa est le diamètre , et an x, les 

deux, segmens coupés par Pordonnée. Donc, si , sur an 
coimoe diamètre, on cojistruitun pareil cercle. AMM' A', 
fîg. 1 1, on n’aura qu’à élever à ce diamètre rjneperpen- 

’ I 
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tliculairn BC, dont on fera la longueur égale à h\ puis, 
par le point C ainsi déterminé, on mènera une ligne 
indélinie MCM', parallèlement au 'diamètre AA.' ; les 
points M , M', où elle coupera le cercle , seront les extré- 
mités des ordonnées b. Abaissant donc de ces }K>ints les 
ordonnées ellcs-niémes , on aura les points X, X', où 
elles couperont le diamètre; et les deux segmens 
ex, ex', représenteront les deux racines deréquatiou 
pro',x)sée. ...... > 

11 est évident que cette construction assigne précisé- 
ment à ces racines^ les mêmes valeurs que nous avons 
trouvées tout à l’heure; et même les deux constructions 

/ J 

sont identiques, puisque le diamètre AA' de la fig. i i 
n’est autre chose que le diamètre EF de La £g. lo. Mais 
la nouvelle forme sous laquelle nous venons de la pré- 
senter, est généralejuent préférajile, parce , qu’elle 
jiermel de reconnaître les racines à la seule inspection 
<le l’équation, et de les obtenir sans la résoudre. 

Si le second membre de l’équation eût été positif au 
liéli d’élre négatif, la construction fût devenue un peu 

ditférente. En effet, dans ce cas, on aurait , 

■ 1 >11 

a"' — 20JC = (2) . , 

et les deux racines seraient • 1 - ■ ■ { 

b'\ jc = a — , 


alors la partie radicale serait représentée non phis p.’lr 
le côté , mais par l’hj'poténuse d’un triangle rectangle 
dont les lignes A et B seraient les côtés. Prenons donc , 
lig. J 2 , BD égal à B; puis, élevant au point B une per^ 
pendiculaire BC égale à A, DC sera la partie radicaje 
commune aux deux racines. Si, ensuite, du point C 
comme centre avec CB ou A jKmr rayon, l’on décrit 
une circonférence de cercle qui coupe la ligne DC en E,, 
et son prolongement cnE', la longueur DE sera égale 
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àA+i/Â+TF-. ainsi, elle représentera la première 
valeur de x; mais le second segment DE' étant égal à. 

l/ï* -1- 13% — A ne représentera la seconde racine 
<ju’cn changeant son signe; c’est-à-dire que cette se- 
conde racine sera représentée par — DE'. 

Ici, l’inversion du signe n’est pas susceptible d’une 
interprétation directe, parce qu’en admettant, comme 
nous l’avons reconnu dans une auti-e circonstance.^ 
qu’elle doit représenter une inversion déposition, l’on 
ne voit pas à quoi celle-ci . pourrait être rapportée , 
puisqu^il ne- se présente ici aucune quantité dont DE 
doive être soustraite. Mais la ditlicuUé de l’iuterpréla- 
tion disparaîtra, si l’on considère la valeur aetuelh; 
de X ctminic un cas particulier d’une question plus 
générale dans laquelle les deux racines seraient 

•ï = a -J- c -f- v/n’ -f- x = 
c reiirésentaut la valeur numérique d’une Bouvellc 
ligne donnée comme les précédentes. Cette forme dt;s 
racines ferait dépendre xvd’une autre é({uatiou du se- 
cond degré , qui serait , •' 

X® — a(a *j- c) X = — anc — c“; 9 

et il est évideni qu’en sup||>snut c nul, on retonilie- 
rait sur les ménfes valeur^quc tout' à l’ii^re. Dans ce 
nouveau cas, la construction de la partie radicale se- 
rait absolument la meme, c’est-à-dire qu’en prenant 
encore DB.iig. i3, égal à B, et BC égal à A, l’hvjvoté- 
nusc DC représentera le radical y' A“-f- B“. Alors dé- 
crivant une circonférence du^.poinl C comme centre, 
avec BC ou A pour rayon," la longueur DE set% 
,V -f v/ÂF+lV'i et — DE' .sera. A — l/A“-f- B'. 
Ainsi, pour avoir la première racine, il ne faudr.i 
plus qu’ajouter à DE la iSngucur C, ce qui se lera en 
portant cette longueur* sur le prolongement de CD ; 
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do D en F , et FE représentera C + A V^A* + 6“- 
Mais, pour avoir l’anlré racine, qui est égàle a. . . . 
c 4. A — |/A“4 B*, il est évident qu’il faudra 
soustraire le segment DE' de la ligne DF , ce qui 
SC fera en jKjrtaiit ce segment Sur la ligné * 
partir du point D , en éèM contraire de la position 
que la construction immédiate Ini assignait d’aliord. 
tAlors en supposant que son extrémité tombe en E”, le 
segment FE" sera égal àC+A — V’A'-i-B*; c’est-à- 
dire qu’il représentera la seconde racine; et ce segment 
lui-même se présentera ainsi avec une valeur positive , 
si la soustraction est possible , c’est-à-dire si la ligne C 
ou DF surpasse DE' ; mais avec le signe négatif, si la 
soustraction ne peut être complètement effectuée , c’est- 
à-dire si DE' surpasse DF; ce cas était précisément ce- 
lui qu’offrait la question précédente, pnisqu’^ors la 
longueur de la ligne C était nuUe. 

En général , l#sque l’Algèbre attache à une quantité 
ou à un résultat le signe négatif, c’est toujours l’indice 
d’une soustraction à faire. Si l’expression analytique 
4 )ans laquelle cette opération entre, renferme des gran- 
deurs positives sur Icstjuelles elle puisse être effectuée , 
alors l’indication du sigriPest satisfait^ Mais si elle ne 
peut l’être complètement, îe*signe reste pour indiquer 
la parti" de l’opération qui demeure à faire encore. 
Dans CO cas , si l’on veut interpréter le résultat analy- 
tique jusque dans l’indication de ce signe, il faut con- 
cevoir une question plus générale que la proposée , et 
ÿns laquelle il existe % quantités sur lesquelles l’opé- 
ration d4|la sdttstraction indiquée soit complètement 
possible. Alors, en l'cflèctuant, vous réalise* le résultat 
qu’elle indiq«e;eteiirendantettSu4te nnlleslos quantités 
qui vous avaient servi tt le réêdi^r , vous oomproner, ainsi 
la signification qu’il faut lui attriluier dans tous le.s cas. 
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Ici, comme dans le cas pr^édciit, la signification 
et les valeurs des racines auraient pu être reconnues 
jiar la seule inspection de l’êqnation proposée, sans iju’it 
fdt besoin du la résoudre. En eflél , cette équation 
a* — aaa = 

pouvait être mise sous la forme ^ 

x{x — an) = 6’. 

Alors, .il devient évident que l’inoonnue -f- x peut se 
construire par cette propriété du cercle : le produit do 
la sécante entière + .r, par sa partie extérieure + a: — au 
égale le carré de la tangente b. Ainsi , ayant décrit un 
cercle, fig. i a, avec un rayon CB égal au, on lui mènera 
en un point «piclconquc B une tangente à laquelle on 
donnera une longueur BD égale à b ; puis , par le point D 
et le centre C menant la sécante DCE', la partie en- 
tière DE représentera + s; , et sera ainsi l’une des ra- 
"cines de Féquation. 

Mais cette même construction donne aussi l’autre ra- 
cine en cliangcant son signe. En effet , écrivez — x' è la 
place de -f- X dans l’équation proposée , elle deviendra 
x'{x' + aa) = b\ 

Alors +x' sera représentée par la partie extérieure DE' 
de la même sécante que nous venons de construire tout 
à l’heure; par conséquent, — x' ou -|-'x le sera par 
— DE'; ainsi, les deux lignes + DE, — DE', sont 
les deux racines de l’étjualion proposée. C’est, en effet, 
à ce résultat, que nous avait déjà conduits la construc- 
tion des valeurs mêmes des racines. Seulement l’inter- 
^prélation immédiate de l’équation est plus rapide. Tou- 
tefois, lorsque les coellicicns sont composés de plusieurs 
lettres,' il est quelquefois plus avantageux de construire 
les racines njémes , à cause des réductions qui s’opèrent 
dans la quantité affectée du signe radical. 

D^s tous les exemples j>récédens , nous avons coiisi- 
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tlérc fl&s équations oîi le coeflicient de Li première puis- 
sance de X était censé négatif. Mais si ce coefficient était 
jK)sitif , les memes principes s’appliqueraient également à 
la construction desraclnes.Supposonseneffctque l’on eût 
I* 2ax — 6*. (.?) 

la résolution de cette équation donne pour les racines 
ces deux valeurs : 


X — — .r = — a — y' b'^. 

La première se construit précisément comme dans la 
lig. 12, et elle est représentée par DE'; la seconde étant 
prise négativement, est représentée par DE , ou, si on 
l’énonce sans changer son signe, elle est représentée 
par — DE. 

Ainsi, toute la différence qu’il j a entre la construc- 
tion de cette équation et celle de l’équation 
2aj=é’“ (2) 

qui- avait donné naissance à la figure 12, c’est que la 
ligne DE qui représentait la racine positive de celle-ci , 
représente maintenant la racine négative de l’équa- 
tion (3) , tandis qu’au contraire , la ligne DE' qui re- 
présentait la racine négative, représente maintenant la 
positive. Le signe seul de cette représentation est donc 
interverti , et non les valeurs mêmes. Cette ijiver^on 
est en effet l’expression lidèle de la dissemblance analy- 
tique qui existe entre les deux équations; car la seconde 
n’est autre chose que la première , dans laquelle on a 
changé + x en — jc; c’cst-à-<lire dans laquelle on a 
changé la racine positive en négative, et réciproque- 
ment. On voit encore que la construction qui donne ces 
racines, peut se eonelure immédiatement par l’inspec- 
tion de l’équation (3) elle-même, sansqu’il soit besoin de 
la résoudre. Car il suffit, comme tout à l’heure, de la 
mettre sous la forme - 
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Alors , l’inconnue -f- * peut être considérée comme là 
partie extérieure d’une sccante, dont la partie inté- 
rieure est 20 , la longueur de la tangente corrcs|K)ndantc 
étant b-, ce qui s’accorde précisément avec la con- 
struction h laquelle nous avons été conduits en eonsi- 
dérant l’expression même delà racine positive, laquelle 
était — a + [/a‘+b'- ' 

L’autre racine s’obtiendra pareillement, en observant 
que si l’on change + x en x' notre équation devient 
x' (x' — 2a) = i’. I 

Alors , elle montre que -1- x' a précisément la propriété 
attachée à la sécante entière DE; d’où il suit que — DE 
représente — x' , et par consé<iuent + x, c’est-à-dire 
la seconde valeur de l’inconnue x. 


CHAPITRE IL 

JîppUcation des principes précèdens à la 
résolution et à la construction de (/uelques 
. Problèmes de Géométrie déterminés. 

II. Je prendrai d’abord pour exemple des problèmes 
qui ne conduisent qu’à des équations du premier degré; 
tel est le suivant. 

Etant donnés la liase d’un triangle et sa hauteur , 
trouver le cété du carré inscrit. 

Soit, lig. i4, ABC le triangle proposé , dont AC est la 
liase, et BII la hauteur. Puisque les longueurs de ces 
lignes sont données, représerrtons la prcniière par h. 
la seconde por h, l’une et l’autre étant exprimées en 
parties de l’unité de longueur. Désignons de même p.sr .v 
le cété DE, ou Et', ou l’G, ou GD du carré inscrit, et 
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cherclions d’après la natwe du problème, quelque rela- 
tion entre 6, A, et l’inconnue x. 

C’est à quoi nous parviendrons , en considérant que 
le côté EF du cai’ré devant être parallèle à la base AC, 
les triangles EDF, ABC, doivent être semblaUes. Or, 
dans des triangles semblables, les bases sont entre elles 
comme les hauteurs; on aura donc ici , 

AC : BH :: EF ; m, 

ou en exprimant ces lignes par leurs valeurs numé- 
riques, 

A : A : : * ; a — 

En ég^nt le produit des extrêmes à celui des moyens, 
cette proportion donne 


d’où l’on tire 


hx — b h — bx-, 
bh 

— 6 + A' 


La valeur numérique de x se trouve donc complète- 
ment déterminée par la condition que nous venons 
d’écrire en Algèbre , et l’on pourra la calculer d’après 
cette expression, lorsque les valeurs de A et de A seront 
données. 

1 Mais on pourra paiement , d’après cette mipression , 
l’obtenir par une construction géométrique-, car il en 
résulte évidemment que le coté du carré cherché ou x , 
est une quatrième |ux>portionn(dlc à A -1- A, A et A, la- 
quelle pourra sc construire par l’un des procédés cm- 
.ployés fig. 3,4, 5. Pour le faire le plus élégamment . 
possible , il faudra, parmi les diverses dis{iositIons 
de lignes que ces procédés permettent, choisir quel- 
ques-unes de celles qui placent la ligne X de manière 
qu’on puisse l’appliquer avec le |dus de simplicité ù la 
figure proposée. Parscxemple, en employant le mode de 
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construction de la figure 5, on pourra , fig. 1 5, prolonger 
la base AC ou B d’une quaBtité CB' égale à 11 ; puis, 
élevant au point B' une perpendiculaire B'H' aussi égale 
à H, on joindra A avec H', et par le point C me- 
nant Cl' parallèle ii B'H' , ce sera le côté du carré cher- 
ché; lequel sc trouvera ainsi placé po'pendicuiairement 
à la base AC du triangle. Donc, lorsque celui-ci sera 
donné, il n’y aura qu’à mener parle point l' une paral- 
lèle à la base AC, et les points oii cette ligne coupera 
les côtés du triangle , seront E et F ; de sorte que le 
carré se trouvera inscrit en même temps que connu. 

n faut remarquer quecette solution n’emploie pour 
donnée que la base et la hauteur du triangle, sans' y 
faire entrer pour rien l’inclinaison des côt^ AB , BC 
sur la base. Les deux lignes AC et BH étaient en effet 
les seuls élémens que nous avons supposés connus. Or , 
puisqu’elles suffisent pour déterminer le côté du carré 
inscrit , il s’ensuit donc que ce carré est le même pour 
tous les triangles ABC, A' B' C', A"B‘'C', %. i6 , que l’on 
peut construire avec la base AC et la liauteur BH. De 
plus , dans tons ces triangles , le lien où le carré doit 
être placé , sera déterminé par l’intersection des côtés 
avec la meme parallèle menée par I' à la base AC. Seu- 
lement on voit , par la figure même , qu’an-delè de cer- 
taines limites d’inclinaison des côtés sur la base, l’in- 
scription du carré, ïfares l'intiriextrAvi triangle , devient 
impossible, parce que l’un de ses côtés, tel queE'T)'', 
par exemple, tombe en dehors de l’espace que le triangle 
contient; et il devient évident, par cela même, «ue le 
dernier cas d’inscription intérieure a lien lorsquTm des 
côtés AB ou BC devient perpendiculaire sur la base. 
Ceci met donc réellement une limitation à la question 
géométrique. Mais cette limitation ne pouvait pas être 
indiquée par l’expression analytique de x , parce que 
la condition de laquelle cette expression est tirée , con- 
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siste seulement dans la similitude des triangles ÂBC , 
EBFj similitude qui subsiste encore, quand l’inclinaison 
des côtés AB, BC sur la base , ne permet plus d’inscrire 
le carré dans l’intérieur du triangle ABC. > 

Si , au lieu de donner seulement la base 6 et la bau*- 
tcur A, on particularisait complètement le triangle ABC 
dans lequel le carré doit être inscrit, on pourrait pro- 
fiter des lignes qui composent ce triangle pour con- 
struire la valeur de x plus élégamment que nous ne 
venons de le faire. En efiet, si AÜC, fig. 17 , est le 
triangle donné , prolongez , comme tout à l’heure , la 
base AC ou A d’une quantité Gif égale à A , en sorte que 
AB' soit toujours égale à A -j- A ; mais , au lieu de mener 
par le point B' une ligue pcrpendiculaû'e à la base , inc- 
nez-cn une parallèle au côté UC. Alors toute ligne APQ 
menée par le point A et terminée à cette parallèle , sera 

. • 1 ..I I ^ 1 * 

coupee au point P, de manière que le rapiiort sera ’ 

, parmi toutes Ic.S 

I 

'sécantes que l’on peut mener de cette manière , d partir 
du point A , il est facile d’en choisir une AK , dont l’in- 
clinaison soit telle , que la perpendiculaire l'fi , menée, 
de son premier point d’intersection F sur la base, soit 
précisément la valeur de x. Car il suffit , pour cela , de 
prendre le point K de manière que la perjiendieulaire 
KN aliaissée de ce point sur le prolongement de la liasc , 
soit égale à A; ce qui se fera en le délcrini liant par l’iii- 
terseclion d’une ligne BK , menée par le sommet B du 
triangle parallèlement à la base. En cll’et , si cela a lieu , 
ou aura à la fois les deux pro{X>rtious 

AF ; AK :: a : a-i- A, 

AF : AK FG : A; , 

conséquemment , 

FG : A :: A ; A-+- A; 


toujours égal à MaiutcYiant 

; . A -f- A 


Digilized by Googk 


DE GÉOMÉTRIE DÉTERMIKÉS. 

FC - ' ■ 


^9 


ce qui est précisément. la valeur de x. 11 est facile de 
voir à posteriori que la ligne FG ainsi déterminée , est 
en eDTet le .côté du carré inscrit au triângle; car, par la 
manière dont la ligne AK est construite , elle se trouve 
être telle que, si d-un quelconque ‘de ses points, tel 
que K , on, mène deux lignes , l’une perpendiculaire , 
l’autre parallèle à la lia^l^C, les portions KN , KB de 
ces lignes, interceptées entre AC d’une part et le côté AB 
‘le l’autre , sont égales jcntre elles. Le sommet F du 
*:®r*^,*|^é*'**' Iriangle ABC , doit donc sq trouver, sur 
la ligne AK, puisqu’il, doit jouir de celte, propriété 
qu<^ FG égale FE}. mais il doit se trouver, aussi sur. lç 
eôté BG du .triangle; il est donc l’intersection de ce 
.Ç'}é,Çàr.la ligne AK. Or, pour obtenir le point K, .il 
saillit dé mener par le sdrame.t.ïî, du triangjp,unp iigqq 
parallèle à sa basè^ .ct ile prendre sur cette ligne une 
longueur BK égale à puis, de Joindre Ali..| C’est donç 
réduit / cil déllnitif,. tqut .t’esé.nti®! de la 
coftstrucïion. ... 

. '"/Vj ■ ' -I ' ; .■'..Tîf, 'fit) I I " ’■ 

yn pourrait^ avec une ^ale simppçjte, ,çqnstruire 4 : 
de manière qu’elle sé trouvât donnér iitwnédif‘temenit 

'1 ■ tSt" ■' • :1)J TT,'! ! ^ ^ y 

le Cote DL du carré qui est opposq^a F(q. . Le . proj- 
déde^ représenté fig. ig.^e^t ab^lumqni 
.ad précédent. Four cela, prolongez laf,liautqfiq.,B]| 
‘l’.^de quantité IIB' à lar,l»3e.,!^C qn’ fr dq 
yigrigie. Alçrs , èB'^ représentera é Cela posé,,,sj 
(lu point B' où mené uned^ne iudégn^q.pgpall^à AQ, 
toute li^ne BPQmqfté par le, sommet js j ,et tqrmiqép 

'à celte parallèle, se trouvera coupé .Çn^,„,.jlé;fU 5 iqièrp 

BP ' r/v'A " ' 

que le rapport g— seraj ega| *a. Donc , si parmi 

toutes les sécante que l’on.pcut nwnçr de celle manière. 
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on choisît BC, men^e par le sommet C <lu carré con- 
struit sur AC , la ligne parallèle à AC' , sera pré- 
cisément la valeur de x, puisqu’on aura à la fois 

BD : BC' a': a + h, 

BD : BC';: DE; a, 

conséquciBUicnt , ' 

t DE \ b II h \ h-, 

DE=j-|5i, . 

ce qui est précîsétncnt la valeur de 

Il arrive souvent, Comme dans ces deux exemples, 
que l’on peut slmpliller la construction d’une expres-- 
sion analytique, en substituant aux rapports connus 
qu’elle renferme, et qui ont lieu entre des lignes don- 
nées par le proldctuc , des rapports équivalens ^ mais 
formés par des lignes indéterminées , que l’on choisit 
ensuite , de manière que l’inconnue que l’on cVerpli.e 
SC trouve placée le ^lus convenablement possible pour 
îa question géométrique que l’on veut résoudre. ^ 

12. Les constructions dont nous Venons de faire, usage 
serviraient encore, avec de très légères modifîcatiems , 
pour résoudre un problème analogue au précédent , mnls 
plus général , qui consiste à inscrire dans un triangle ,■ 
non plus Un carré , mais un rectangle dont le rapport 
dos entés est' dotiné. En effet, soit ABC, fig. 19 , le 
triangle proposé demi on ‘ connaît seulement la Inise b 
et la hauteur A*, désignons par 'v ïe,cété du rectangle 
cherché , qui devra être perpendiculaire à la hase , c’est- 
à-dire DE f et 'par 3^ , le côté EF , qui' lui sera' jiaraÜèle. 
lia comparaison des triangles kimMidilcs ABC, !ÈBF, 
donnera , comme tout à l’heure , ' 

- AÇ :BH :; Ear; 

qui devient ici ^ , 

* h : A y \ h— X-, 
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^oi l’on tire 

hy t= bh — bx. 

Mais si n exprime le rapport qui doit exister entre les 
côtés EF et DE du rectangle , il faudra qu’ou ait 

y=nx. 

Oiàssant doncj delà première équation, avec cette va- 
leur , et dégageant x , il viendra 

_ Ih 

!• * b -4~ nh ’ 

expression précisément de même forme que dans le 
dernier problème , à cela près que le rapport n était 
alors un rc-ipport d’égalité ; les mêmes procédés nous 
serviront donc encore pour la construire, comme il est 
facile de s’en convaincre , et donneront lieu à des li- 
mïtatiems pareilles.I*our offrir un seul exemple de cette 
analogie, supposons que l’on veuille employer le mo«le 
de construction de la fig. 17; alors on mènera par le 
sommet B du triangle , fig. 20 , une ligne parallèle à la 
Lase, et l’on prendra sur celte ligne pue longueur BK ‘ 
égale à nh-, puis, menant AK, qui coupera BC«n 
sera X et EF y. ,On appliqucéalt avec une façiïilé 
égale nos deux autres constructions. 6ans cette opéra- 
tion, J’ai supposé que Pon prenait imufiédiatemCnt^nÂ, 
puisque n étant un nombre abstrait qui exprime un ^ap- 
port, nh est un multiple, connu de h, par conséqueilt 
une ligne connue. iSéanmoins, si l’on voulait obtenir 
tnê&ié Ce tanltiplè pàé'nüe construction gêoiriéttîqoè , 
•il faudrait remplacer lè^'hobtbréUbrttait ft pat le rap- 
piOft “géométrique de dèüt lignés N dont 4 a’ se- 
conde , par exemple , serait l’unité 3 e' lôOgnëuf Ik 
première, une ligne égale Ik n fois cette unité. Alors le 

. NH 

produit nh traduit én lignes , prendrait la forme ; 


Digitized by Google 



3a PROBLÈMES 

et il exprimerait ime quatrième proportionnelle aux 
lif'nes A , N et H , laquelle se construirait par une quel- 
conque des mètlioiles exjwsées 11g. 3, 4 et 5. ^ 

i3. 11 y a des questions géométriques dont la nature 
semble devoir être Ijeaucoup plus compliquée que les 
précédentes, et qui cepe.ndant, lorsqu’elles sont écrites 
en analyse, conduisent à des résultats aussi simples; 
telle est , par exemple , la suivante!' , 

Mener une tangente commune à deux cercles donnés 
et situés dans un même plan. _ 

Soient, lig. 21 et 22 , C, C, les centres des deux 
cercles , CM , CM' leurs rayons ; il y aura deux manières 
de leuf mener un^ tangente commune; extérieurement 
conime'dans là fig. ào', intérieiu'ément comme dàîis la 
■fig.'ni. Considéro'hâ SùcCessJvéïtiëiit ces deux cas. ' 

Danis lé'preml^yïg. 21 , si Pon suppose le problemç 
ré^lu', et Ijué latt” soit la taiigente commune , prolpii-! 
^ ’cëtté ce qu’elle aille rencontrçr 

part iàll t ïâ*.’droite înd^Iinîe CG' , mqnée par 
" Cè qijj ànra évidemment lieu du côté dû 

b'jmit dèn éféûit Cei^Hés ; pu isl menant à cliacun des 
PéAVayons CM, CM^, les angles CJIÎ^ 


. ir li; condition du contact avec le 

Iq ’,‘^l^'d‘éûx triantes CMT,’ C'M’T scroul 
elès; ’ei^'oomtné ils ont! en oiitre , l’angle T corà-, 
lïs sérrat 'séntblal>lcs:'œ ’qûi donnera la pro- 

, iicino'.' iio'i iü ^iihOiaan, ' _ r.inoa ■ ;i: u ena 

cqnjji^jainÿl quela distance 
f r ; C'M',^ /; cç, 

proportion prt,- 

. tia^. , ;b) if: , -I ii.q , obnoo 

•i, uoIA -' lU'u ori.r> f î<fiÆ''ïTûC I oaSirnoiq 

il rvii I Ali tir« . r. 1- . .. ^’ ‘ 

bcit l'u liidioiq 






• — - sioadt uf iîBvbrfÿîifp- 
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et enfin , x =■■ -, ; 

r — r 

d’où l’on voit qne la distance CT ou x est une qua- 
trième proportionnelle aux trois lignes r — r, a, et r. 
On l’obtiendra donc par une des coiislructions expli- 
quées fig. 3, 4 , 5 } mais la dernière de ces constructions 
est celle qui s’applique ici avec le plus d’élégance. En 
effet, par les centres C, C', fig. fi3 , menez deux rayons 
CN, CN', parallèles entre eux , et dirigés d’ailleurs 
dans un sens quelconque; la ligne NN', qui joindra les 
extrémités de ces rayons, ira justement couper la ligne 
des centres au point cherché T ; car les triangles CNT, 
C N'T, quoique n’étant plus rectangles en N , N', y au- 
ront cependant un angle égal; et, comme ils auront 
toujours l’angle T commun, ils seront encore sem- 
blables , comme tout i" l’heure , et donneront précisé- 
ment la même proportion que nous avions établie plus 
haut. On peut encore faire sentir plus immédiatement 
l’accord de cette construction avec l’expression algé- 
brique de X, en menant par le point N' une parallèle 
N'D à la ligne des centres; car, dans le triangle N'DN 
ainsi formé , N'D représentera a, ND , r — r; et comme 
d’aiUeurs cc triangle sera pareillement semblable au 
triangle CNT, on aura, en les comparant l’un à l’autre, 

ND : DN' NC : CT, 

ou r — r l a r : CT; 

d’où l’on tire , 



c’est-à-dire, précisément notre valeur de x. Ainsi, 
lorsque le point T aura été déterminé par cette con- 
struction, il ne restera plus qu’à mener de ce point 

« M ^ 
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une langpiilp a l’im îles deux cercles; celle tangente 
' ^.se b'Ou»era être aussi commune à l’autre; et comme on 
peut mener du point T deux pareilles tangentes , l’iinc , 
au-dessus, l’autre aii-ilessous de la ligne des centres, 
-on voit que la question géométrique admettra deux 
solutions. 

Si l’on'suppose que le rayon /-du premier cercle reste 
constant , ainsi que la distance des centres, le produit ar 
restera constant. Mais si l’on fait en meme temps varier 
le rayon r de manière qu’il approche de plus en plus 
d’être égal à r, la différence r — r deviendra de plus^cn 
plus petite, et rendi’a ainsi la valeur de x de plus en plus 
grande , puisqu’elle y entre comme dénominateur. Cela 
signifie que, plus les deux cercles s’approchent d’élre 
égaux, plusl’intersectiondeleur tangente commune avec 
laligne des centres s’éloigne. C’esten effet ce qui est évi- 
dent par la construction même. Enfin , quand les deux 
rayons deviennent tout-à-fait égaux, le dénominateur 
r — r est tout-à-fait nul , et la valeur de * devient in- 
finie; c’est-à-dire que la tangente commune M.M' et la 
ligne des centres ne se rencontrent qu’à une distance 
infinie, ou, en d’autres termes, deviennent parallèles 
l’une à l’autre. 

En continuant à faire croître r , notre expression 
algébrique de x éprouve une modification toute nou- 
velle. Sa valeur n’est plus infinie , comme tout à l’heure; 
maiselledevientnégative de positive qu’elle était d’abord. 
Cette inversion de signe répond à une inversion de posi- 
tion dans la soulangente CT. En effet, lorsque nous avons 
formé notre proportion par la comparaison dçs triangles 
CMT , C'M'T, fig. ai, nous avons considéré le point d’in- 
tersection T comme situé du côté du cercle dont le rayon 
était CM' ou r ; et ainsi , l’expression analytique que 
nous avons obtenue pour CT ou x, était implicitement 
conforme à cette supposition. Maintenant , par le chan- 
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{;einent que nous îutroduisonsdans laTaleurcIu rayon r , 
il se trouve que le point T ne doit plus être placé de ce 
cùté des centres, mais du cdté opposé; l’expression al- 
gébrique ne peut donc plus continuer à lui ilonner une 
valeur conforme à notre première supposition , qui est 
devenue impossible. Mais comme, dans la nouvelle si- 
tuation que prend la ligne CT, sa relation avec les 
rayons et la distance des centres reste es.sentiellement 
la meme , la généralité de l’Algèbre fait qu’elle est 
toujours comprise dans la meme expression, dont le 
signe se trouve seulement modifié comme il aurait dû 
l’être, et comme il l’aurait été naturellement, si l’on 
eût étaldi le raisonnement sur ce nouveau cas , au lieu 
de lui appliquer par extension la formule qui avait ‘ 
été faite sur le premier, où la soutangente CT avait^^ 
une position inverse. 'JHe 

La détermination du point T, relatif aux tangentes 
intérieures , fig. sa, s’obtiendra par des considérations 
absolument pareilles , avec les .seules modifications qui 
sont nécessitées par la difKrente position des lignes et 
des triangles que l’on compare. Alors, en appelant tou- 
jours CT X, et conservant d’ailleurs les mêmes dénomi- 
nations que précédemment pour les rayons et la distance 
des centres, les triangles CMT, C'M'T, seront encore 
semblables et donneront la proportion - 

CM ; CM' :: CT : C'T; 


ou 

d’où l’on tiré 


ar 


• I / 

Qellc expression se construira d’une manière tout-à- 
fait analognc à celle que nous avons employée pour» 
les contacts extérieurs. Par les centres C, Ç', fig. ai, on 
* ‘ ' 3 .. 
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mènera deux rayons parallèles CN , C'N', dirigés suivant 
un sens quelconque. On joindra les points PèN' par une 
droite, et le point T où cette droite coupera la ligne 
des centres , sera celui à partir duquel les tangentes 
doivent être menées. Il sera en effet facile de voir que 
cette construction détermine CT par une proportion 
identique avec celle que nous avons posée pour x. Mais , 
de plus, on peut également en faire sentir l’accord avec 
l’expression algébrique de x-, car il n’y a qu’à, par le 
point N', mener N'D parallèle à la ligne des centres, et 
la terminer au prolongement de CN. Alors DN' re- 
présentera a, ND, r-f- r, et les triangles semblables 
WDN', NCT, donneront 


» 


r 4- r 



CT; 


d’où 


CT = 


ar 

7 + 7 ’ 


c’est-à-dire précisément la valeur même que nous avons 
trouvée pour x. 

i4. Les questions précédentes, quoique très faciles, 
peuvent déjà indiquer généralement la marclic que 
l’on doit suivre pour exprimer par l’analyse les condi- 
tions des problèmes de Géométrie. C’est exactement la 
même que l’on suit en Algèbre pour^mettre les pro- 
blèmes numériques en équation. 

On commence par reconnaître toutes les lignes con- 
nues ou inconnues qui doivent entrer dans la solution 
du problème , et on choisit des lettres pour les repré- 
senter. Si l’on a réellement considéré toutes ces quan- 
tités , il doit exister entre clics certaines relations , cer- 
tains rapports , qui permettent de les déduire les unes 
des autres. On cherche d’après les règles de la Géomé- 
trie, quelle marche il faudrait suivre , quelles opéra- 
tions il faudrait faire pour établir ainsi leur dépendance 
mutuelle : à mesure que l’on découvre ceS opérations, 
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on les écrit algébriquement. Le résultat vous coiuluit 
toujours à ti-ouver l’expression algébrique d’une des 
quantités connues ou Inconnues par le moyen des 
autres; alors vous égalez cette quantité à la lettre qui 
la représente, précisément comme si vous aviez voulu 
la vérifier : vous obtenez ainsi une équation entre les 
quantités connueset inconnues du problème ; et , lorsque 
vous avez formé de cette manière autant d'équations 
que d’inconnues , le reste s’achève par les règles ordi- 
naires de l’Algèbre. v 

La véritaWe difficulté de ces sortes de problèmes 
n’est pas proprement de trouver les relations qui exi- 
stent entre les lignes, car ces relations sont naturelle- 
ment indiquées par l’énoncé de la question. Nous ver- 
rons même que l’on peut toujours , sans aucun artifice 
particulier, obtenir l’expression de ces rapports, et 
mettre les problèmes en équation , en désignant d’une 
manière analytique la marche et la combinaison de 
toutes les lignes qui donnent par leurs intersections 
les quantités cherebées. Mais, ce qui exige une adresse 
particulière , ce qui fait proprement l’art de l’analyste , » 
c’est de découvrir la route la plus expéditive pour pas- 
ser des connues aux inconnues, et de saisir , parmi tous 
les rapports qui les unissent , ceux qui sont plus propres 
à être exprimés par le calcul. J’aurai , dans le cours 
de cet Ouvrage , de fréquentes occasions d’appliquer ces 
remarques et d’en montrer la vérité par des exemples : 
pour le moment, je ne veux que la faire pressentir. 

i5. Jusqu’ici les questions que nous avons traitées ne 
dépendaient que d’équations du premier degré. Nous 
allons maintenant en considérer de même quelques- 
unes qui dépendent du second. Une des plus simples 
que l’on puisse se proposer , est la suivante. 

Construire un rectangle dont on connaît la surface 
et la différence des côtés. 


38 rHonLKMEs 

Soil X le plus grand des' côtés inconnus de ce rec- 
tangle , 3 a ^n excès sur le plus petit o6té ; en sorte que 
l’expression de celui-ci soit x — 3 a. Nommons b le côté 
du capré dont la surface doit être la même que celle du 
rectangle , la condiliou de cette égalité immédiatement 
énoucée en langage algébrique, donnera l’équation 

x(ic — aa)=i“, ou — 2arr=6*, 

*• 

de laquelle on tire pour x ces deux valeurs : 

* X = « -f - x = a — 

Ce sont précisément les memes que nous avons déjà 
cousidérées, page 20, et que nous avons construites • ■ • ' 
par la fig. 1 2. La première est représentée par DE dans 
cette ligure ; la seconde l’est par — DE'. Or , il est fa- 
cile de vérifier que a ■+- ô”, on DE, est en effet 
le plus grand côté du rectangle demandé ; car si 
l’on en retranche la différence donnée 3 a , le reste 
— a -\-\/ a* b* devra exprimer la plus petit ‘côté V 
et, en effet, le produit de ces deux quantités , l’une par 
, l’autre , produit qui exprime la surface du rectangle y 
se trouye égal .à comme l’énoncé de la question 
l’exigeait. 

Ce calcul noris apprend, de plus, que la seconde valeur 
de X , ou a ^ &*, étant prise avec un signe oon- ^ 
traire ) représenté le plus petit côté "du rectangle; c’est 
aussi ce qü’il est facile de confirmer par la constçuction 
même ; car" nous avons vuque cette seconde racine , prise 
avec un' signe contraire ,”est représentée par DE' , fig. 1 2. 

Gr , dans le cercle E'BE ,‘ le produit de la sécante entière 
DE , par sa partie extérieure DE', est en effet toujom-s égal 
au carré delatangenteDB,lequel est ici égal à puisque » 

dans la construction , l’on a pris DB égal à b. Mais 
on peut se demander pourquoi ce petit côté , que l’on 
n’avait pas pris pour inconnue , et que même on. 
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il’aTait pas eu l’inlenlioii d’introduire iinmédintement 
dans les conditions analytiques , s’y est cependant 
trouvé compris seulement avec upe inversion de signe. 
C’est que l’Algèbre, p^>^ sa nature, ne donne pas seule- 
ment la valeur des inconnues que l’on a eu l’intention 
<le clierclicr , et que l’ou a voulu déterminer en les assu- 
jettissant à la condition exprimée par l’équation dont 
on les fait dépendre; mais, en vertu de sa généralité , 
elle donne en même temps les valeurs de toutes les 
inconnues qui peuvent satisfaire à la condition analy- 
tique que l’on a établie ; et cela arrive ainsi , parce que 
cetle condition est la seule chose qui spécifie réellement 
la nature du problème que l’on a voulu résoudre, et qui 
endétermine l’énoncédélinitif, quelle que puisse être la- 
multitude et ladiversité des considérations qui ont servi, 
de passage pour y arriver, Dans la question actuelle , 
par exemple, ayant pris pour inconnue le plus grand 
côté du rectangle cherché, nous avons trouvé que sa 
valeur dépendait de l’équation 

'“l! 

V* — aajc = i ; 

c’est-à-dire que cette valeur étant sulistituée au lieu 
de ar, devra satisfaire à l’égalité que l’équation exprime. 
Or, si, parmi toutes les conihinaisons analytiques 
que l’on peut former avec les lettres a et A , il en existe 
({uelqu’une qui , sans représenter le grand cdté de 
notre rectangle , ou même sans avoir aucun rapport 
géométrique avec sa construction ,.soit cependant telle ,. 
qu’étant sul)stituée au lieu de x , elle satisfasse aussi à 
la même équation dont ce cêté se trouve dépendre , 
U est évident que cette combinaison , que nous n’avions 
pas en vue , et que nous n’avions peut-être même pas 
soupçonnée, nous devra être également donnée par la 
résolution générale de notre équation. C’est là préci- 
sément ce qui arrive dans la question actuelle, oii la 


4o 
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fonction a — v/a“ -f- Z>“, quoique n’eïprimant point le 
grand côté de notre rectangle, se trouve néanmoins 
être une racine de la même équation du second degré» 
à laquelle la valeur de ce cété doit satisfaire. 11 faut 
bien que la résolution générale de l’équation nous la 
donne en mêiue temps que^ cette valeur. Maintenant , 
par quelle rencontre arrive-t-il que la fonction ddht il 
s’agit étant prise avec' un signe contraire, représente 
le petit cété de notre rectangle? C’est que s’il nous 
avait plu de représenter ce petit cété par — ar, comme 
nous aurions bien été les maîtres de le faire, la nouvelle 
inconnues se serait trouvée dépendre de la même équa- 
tion du second degré, a laquelle le grand cété est as- 
'' Bujetti. En effet, dans cette supposition, le plus grand 
cété eût été exprimé par — x aa,; et en multipliant 
cette expression par — x, puis le produit au 

carré é‘, nous aurions eu pour déterminer x, 

— x( — *-f- 2 fl)=é*, ou X* — 2 UX = é®j 

c’est-à-dire précisément la même équation que ci-des- 
sus. Ainsi, quoiqu’on formant cette équation, nous 
n’ayons eu en vue que ,1e plus grand cété de notre rec- 
tangle, la résolution algébrique doit en déduire aussi 
l’expression du petit cété en changeant son signe, 
puisqu’ainsi modifiée , elle y satisfait également. Mais 
nous devons conclure de là , comme conséquence géné- 
rale , que , lorsqu’on a résolu complètement l’équation 
algébrique de laquelle dépend un problème de Géo- 
métrie , il faut discuter successivement les racines 
ainsi «ditenues , en les appliquant à la question parti- 
culière que l’on a voulu résoudre , afin de reconnaître 
parmi ces racines celles qui expriment réellement l’in- 
' connue que l’on cherche, et celles qui expriment d’au- 
tres quantités applicables ou non -au même problème, 
mais analytiquement dépendantes de la même équation- 
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i6. On aura un exemple de ces solutions analytiques 
tout-i-fait étrangères, dans la question suivante : Par- 
tager une ligne donnée en deux parties telles , que la 
première soit moyenne proportionnelle entre la ligne 
entière et l’autre partie. 

• S^it, fig. 25, BD la ligne donnée, dont nous repré- 
senterons par 6 la longueur; appelons x le premier 
segment inconnu DX; puisqu’il doltêtre moyen propor- 
tionnel entre DB, qui est 6, etBX, quiest b — x,on aura 

x'‘ — b [b — x), ou éjt = 5’ ; 


ce qui donne pour x les deux racines 



Ces expressions sont un cas particulier de celles que 
nous avons considérées page 24 , et que nous avons 
construites lig. 12 ; seulement la ligne BC, qui alors 
avait une valeur quelconque égale a a , se trouve ici 
égale à ^6; c’est-à-dire à la moitié de BD. Le système de 
construction sera donc le même , à cette seule circon- 
stance près; ainsi, à l’extrémité de la ligne BD, lig. 25,on 
élèvera une perpendiculaire BC égale à j i , ou à la moitié 
de BD; puis, joignant les points D et C, la ligne DG 




i* — . Alors , si , 


représentera la partie radicale 

du point C comme centre, avec BC pour rayon, vous 
décrivez une circonférence de cercle , la ligne DE' re- 
présentera la première racine — ï’ 

la ligne DE, prise avec un signe contraire, c’est-à-dire 

— DE , représentera l’autre racine — ^ ^ ^ » 
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il ne reste donc plus qu’à faire l’application de ces 
ligues à notre problème géométrique. Or, il est facile de 
voir que la racine positive DE’ y satisfait, et représente 
le premier segment DX ; car d’abord , étant plus petite 
que la ligne entière h , elle j)eut s’en soustraire ; de 
plus, si l’on effectue cette soustraction, le reste sera 

— ^ jet ce reste, toujours positif, étant mul- 
tiplié par b , donnera pour produit b v/ ^ , 




'■■+4 ■ 


ce qui est en effet égal au carré de 

ou dcDE', comme l’exigent les conditionsfondamentales 
du problème. Si donc du point D comme centre, avec DE’ 
pour rayon, vous décrivez une circonférence decercle qui 
viendra couper la ligne donnéeDB cnX , le segment DX 
égal à DE', sera le premier segment eberebé, et le reste 
BX sera l’autre segment. Cette construction est précisé- 
ment celle que l’on donne dans les élcuiens de Géonic- 
trie, pour couper une ligne donnée en moyenne et 
ex Irême raison. En effet , les conditions d’une telle opé- 
ration sont exactement celles que nous avons établies 
par notre énoncé. 

Maintenant, si nous discutons l’autre racine, qui est 
toute négative , nous voyons d’abord que cette particu- 
larité nous la désigne comme n’étaut ]>as applicalde à la 
question géométrique que nous nous sommes proposé 
de résoudre. Car ayant supposé dans notre construc- 
tion que le segment BX devait être porté de D vers B , 
si l’Algèbre lui donne une valeur négative , cela signi- 
fiera donc qu’il doit être porté en sens contraire de notre 
supposition, c’est-à-dire de D vers X',sur le prolonge- 
ment de BD. Alors ce résultat n’est plus applicajde à la 
question que nous avions eu vue, puisque la ligne don- 
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née T)B ne se trouve plus partagée comme nous le 
clcmaiitlions; mais il oOrc la solution d'une autre ques- 
tion à la(|udle nous n’avions pas songé , et qui se trouve 
dépendre de la même équation; et cette question est : 
une di’oite BD étant donnée, trouver hors de cette 
ligne et sur son prolongement un point X' tel , que la 
longueur DX' soit moyenne proportionnelle entre la 
ligne donnée, BD et la longueur totale X'B. En effet, 
supposons qu’il nous plaise de représenter le segment 
inconnu DX' par — x , comme nous sommes les maîtres 
de le faire, puisque l’on peut choisir^ à volonté les dé- ,, 
nominations algébriques par lesquelles on désigne les 
quantités inconnues; alors la longueur totale X'B sera 
— X -j- l>, et sou produit par b sera b {b — r). Or , 
puis<|ue ce produit doit égaler le carré de DX', qui 
est + *“, on aura-, pour déterminer : l’inoonuuc r, 
l’équation “ 

x^ — b{b — x'), ou X* hx =■ b* \ 

c’est-à-dire précisément la même que nous avions ob- 
tenue , en cliercliant la solution d’un problème bien 
différent. D’après cela, quand nous résolvons générale- 
ment cette équation, et que nous découvrons toutes ses 
racines, nous devons obtenir aussi bien celles que nous 
avons eu dessein de chercher , que. celles qui sont étran- 
gères à la recherche particulière qui nous occupe ; et 
ainsi, l’ejnploi seul de ces racines peut nous faire 
discerner celles qui sont spécialement applicables au 
problème géométrique que nous nous sommes spéciale- 
ment proposé. 

1 7. V oici maintenant une antre question au.ssl intéres- 
sante par les artifices analytiques dont elle fournit 
l’exemple, que' par l’élégance des constructions aux- 
quelles elle conduit. 
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Ëtaut donné deux droites iudérmies XX', YY', 
!ig. 26, qui se coupent perpendiciilairement enC, et 
un point M placé dans l’angle YCX', à une distance 
égale et connue de ces deux droites, on demande de 
mener par ce point une on plusieurs lignes droites 
MQP , telles que la portion PQ , comprise entre les 
lignes YY', XX', soit égale à une longueur donnée c. 

Du point donné M , menons les perpendiculaires MA , 
MB , aux deux lignes XX', Y ï'. Par les conditions du 
problème, ces perpendiculaires seront égales entre 
elles et données; je représente leur longueur par a. 

Maintenant, prenons pour inconnue la distance AP', 
comprise entre le pied de la première perpendiculaire, 
et le point P où la droite cherchée coupera la ligne in- 
définie XX'. Appelons cette distance inconnue y. 

Alors la distance CP sera y — a; et les triangles sem- 
blables MAP, QCP, donneront cette proportion : ’ 

AP ; AM :: CP ; CQ, 


ou * : O y — a ; CQ; 

1 

d’où l’on tire 

' CQ ■ • 

Ayant ainsi les expressions de CP et de CQ, il ne nous 
reste plus qu’à écrire que, dans le triangle rectanglè 
QCP, l’hypoténuse 'PQ doit avoir pour longueur c; 
cette condition donne ' ' 

^ CQ*-f CP* = PQ^, . i 


ou 


«*(.f — (lY , , 

+ (* — ■“)" = ‘-•*- 


Voil.à donc une cqualion qui, étant résolue, détermi- 
nera l’iucounue .r. 


I 
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Or, il est éviilent que, lorsqu’on aura dclirrc cette 
«'quation du dénominateur ar* qui entre dans le premier 
membre , elle se trouvera être du quatrième degré en x ; 
et par conséquent, elle semble devoir excéder la portée 
des méthodes de résolution qui réussissent pour les 
équations du second d^ré. Mais «Jette difficulté n’est 
qu’apparente, parce que la forme particulière de l’équa- 
tion permet de l’éluder. Pour cela , sans faire dispa- 
raître le dénominateur x', il n’y a qu’à développer tons 
les carrés indiqués , et effectuer en même temps la divi- 
sion par x\ On trouve ainsi 

a* ~ “ 2®* + «* = c% 

X X 


ou , ce qui est la même chose, 

— -j- 2a* -4- X®— 2al 1- X J = c*. 

Or , les trois premiers termes sont précisément le carré 

<io — + x\ c’est-à-tlire de la seule fonction de x qui 

entre dans le reste de l’équation, et qui ne s’y trouve 
qu’à la première puissance. Si donc on égale cette fonc- 
tion à une nouvelle inœnnuc 2, en faisant 


“■ I 

-+x = =, 

* I • • . 

Z se trouTera assujetti à l’équation 
Z* — laz = c*. 

Celle-ci n’étant que du second degré, peut aisément se 
résoudre , et donne pour racines ’ 

* — a '-4- V^a* -J- c* , Z =a — \/a* -j-c*. 

Il ne restera donc plus qu’à prendre successivement z 
égal à chacune de ces valeurs qui sont entièrement con- 
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nues, et les valeurs correspondautes de a: se déduiront 
de la relation 

"*_i_ — ' 

qui, en faisant d.isparaître le dénominateur x, donne 
l’équation du second degré 

** — xz ■=. — a*. 

Les deux valeurs de z sont faciles à construire ; le ra- 
dical -|- c‘ représente l’hypoténuse d’un triangle 
rectangle, dont <z et c sont les côtés. Ayant donc formé 
cette hypoténuse, qui est représentée par BII, fig. 27 , 
on la portera, à partir du point B, sur MB, prolongée 
vers Z', et sur BM , prolongée vers Z" ; alors MZ' repré- 
sentera la racine positive a cl 

gueur — MZ" , c’est-à-dire MZ" portée dans un sens 
contraire à MZ', comme le montre la figure, représen- 
tera la racine négative n — . , 

Pour avoir maintenant les valeurs de x correspon- 
dantes à chacune de ces racines, considérons d’abord 
la première, que nous désignerons spécialement par 2'. 
En la substituant dans notre équation en x, celle-ci, 
après avoir cliangé scs signes, pourra se mettre sous 
la forme 



Alors, en l’interprétant sans la résoudre', on voit que a 
représente l’ordonnée d’un cercle dont 2' est le dia- 
mètre, tandis que x et z — x sont les deux segniens 
coupés par l’ordonnée. Donc, sur MZ'ou z comme dia- 
mètre, décrivez une circonférence de cercle, l’intersec- 
tion de cette circonférence par la ligne indéfinie X, X', 
donnera les deux valeurs de x correspondantes à z, 
les«jucllcs ,se trouveront immédiatement représentées 
par AP, AF. , 
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<•. Passons maintenant à la seconde valeur de a. Celle-ci 
êlant rsscntiellenumt. négative , nous la représenterons 
par — s , de sorte que a" sera une quantité égale à 

— ou à MZ". Cette nouvelle valeur — a" 

étant substituée au lieu de a dans l’équation en x, il 
vient 

j:* + z'xz=z~ n*, ou ar (a" + a) = — a». 

Ici le signe positif du second terme en x donne lieu 
à une particularité nouvelle ; c’est que les valeurs 
de X , qui pourront satisfaire à cette équation , seront 
nécessairement négatives; car si on les supposait posi- 
tives, le premier membre x'-\-z"x serait entièrement 
positif, et conséquemment, il ne pourrait pas être égal' 
^ comme il doit l’ctre. C’est aussi ce que mon- 

treraient les expressions mêmes des valeurs de :r , si on 
les déduisait par la résolution de l’équation , et qu’on y 
supposât a* positif. Pour représenter cette particularité 
dans la construction géométrique, il suffira de prendre 
les valeurs de — * du côté opposé à celui où nous avons 
porté les valeurs positives. Supposant donc qu’on ait 
soin de le faire , représentons ces valeurs par x', 
c’est-à-dire, substituons — x' au lieu de -f- x dans notre 
équation en s", il viendra 

— x'(x* — x')= — n«, ou x’{z"—x')=a\ 
Ainsi, dans ce cas comme dans le précédent, a se 
trouve désigner l’ordonnée d’un cercle , dont z” est le 
diamètre , et x', z" — x, les deux segmens de l’ordon- 
née. Donc sur MZ" ou z", comme diamètre, décrivez 
une pareille circonférence , et les points P", P", où elle 
sera coupée par la ligue indéfinie XX', donneront les 
distances AP”, AP”, qui seront les deux valeurs de x 
correspondantes à la valeur négative de z. 

Maintenant, par le point donné M , et par cbacuu des 
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points P, P', P", P", ainsi déterminés, on pourra mener 
autant de droites, qui satisferont également à la con- 
dition analytique énoncée par l’équation 



-}- (* •— ay = c*. 


Or , pour ces quatre droites , soit que l’on suppose x 
positif ou négatif, la. fonction {x — a)* représentera 
toujours le carré de la distance Q*, laquelle devient 
CP' pour la seconde solution , et CP" , CP* pour les 

, 1 * 1 i I 

deux autres; de meme, le terme — représen- 


^ tera toujours le carré de CQ ou de CQ', ou de CQ", ou 
de CQ*, comme il est facile de le véri Ger immédiatement 
par la similitude des triangles CP Q' et AP’M; CP"Q" 
et AF'M; CP'Q* et AP*M; en ayant soin d’assigner 
aux lignes AP", AF", des signes négatifs, pour indicjuer 
leur situation opposée aux AP , AP', que nous avons 
considérées comme jwsitivcs. D’après cela, l’équation 
précédente exprimera toujours que, pour ces quatre 
droites sans distinction , le carré de la partie inter- 
ceptée dans l’angle droit, est égal au carré de c; et 
comme elles passent d’ailleurs toutes par le point 
donné M, il s’ensuit qu’elles offriront autant de solu- 
tions effectives du problème géométrique proposé. 

Il y aura toutefois cette différence entre elles, que 
l’inscription des deux droites PQ , P'Q', dans les angles 
extérieurs au point M, sera toujours possible, quelle 
que soit la longueur donnée c , au lieu que l’in- 
scription des deux autres droites P"Q", P*Q*, situées 
dans l’angle YAX', où le point M se trouve, ne pourra 
pas toujours se réaliser. En effet, pour les deux pre- 
mières, le diamètre MZ' du cercle qui les donne, étant 
exprimé par a -f- V^a* -f- c“, sa moitié , qui est le rayon 
de ce cercle, surpassera toujours a on MA. Ainsi, la 


I 
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clroonférence de ce cercle sera toujourft réellement 
coupée par la droite XX', quelle que puisse être la 
longueur de la ligne PQ ou C qu’il s’agit d’inacrire. 
Mais il n’en est pas ainsi des deux solutions AÇ*, àP*, 
données par l’autre cercle. Car le diamètre ^ celui-ci 
étant exprimé par — « ^ a* -f."?, peut , à cause de 

l’opposition de signe des parties qui le composent, être 
ou n’étre pas plus, grand que îjw. S’il surpasse na,’ le 
rayon surpassera a , et le cercle sera réellenmnt coupé 
par la ligne XX', en deux points P'P^, di£^ns l’un de 
l’autre, qui «kmnèront des valeurs réelles et distinctes 
de *, représentées par AP"' et AP*. Si ce diamètre de^ 
vient égal à aa^ ce qui arrivera quand on aura.* 
c* = 8a^, le cercle touchera seulement la droite XX', 
et les deux points P*P*, se réunissant en un seul, ne 
donneront qu’une solution , dans laquelle les deux 
droites P'MQ", P*MQ*, viendront se confondre^ enfin , 
si la ligne donnée c devient encore moindre que 
cette limite , c’est-à-dire inférieure à aa v/a , le cercle 
construit ■ sur M'Z' ne coupera plus la ligne XX', et 
les deux valeurs correspondantes de ar deviendront ima- 
ginaires; de sorte que la ligne C ne pourra 'plus être 
inscrite dans l’angle YAX', où le point M se trouve, 
quoiqu’elle continue toujours à pouvoir l’être dans les 
deux autres quadrans. 

Si l’on veut voir géométriquement pourquoi la va-^ 
leur de c, donnée par la condition ^ ■ 

c’ =z 8a‘, " ’ ■ 

I ' ... .. . 

offre la limite d’inscription possible dans l’angle TAX', 
il n’y a qu’à la constridre; elle est évidemment la dia- 
gonale d’un carré dont le côté est au. Prenons donc . 
sur la figure 27, AL = a, et BL'= LL' sera, la' 
longueur cherchée de c. Or, la droite LL-', télle qu’elle 
se trouve ainsi placée, passe évidemmentpar le point M; 
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elle satisfait donc k la condition^ d’inscription deman- 
dée; et par conséquent, elle offre cette dernière solu- ’ 
tkm ,“dans laquelle les lignes P*Q^, P"Q", finissent par se 
confondre. Aussi est-elle unique de son espèce, puis- 
qu’dle est perpendiculaire an rayon CM , mené du point-' 
donné M au sonunet de l’angle YAX; et c’est. en vertu 
de -cette condition qu’une droite plus . petite , qu’elle , ne 
peut pas être inscrite dans cet angle, en passant par le. 
même point. 

Il nous .reste à. expliquer pourquoi cette question, 
qui se trouve ainsi comporter quatre solutions diffé- 
rentes, et qui en effet conduit à une équation du qua-, 
trième degré , se trouve ponriant résoluUe par des for- 
mules du second. Cette particularité tient à ce que la 
disposition du point M étant ^nnétrique par rapport aux- 
quadrans YCX, Y'CX', s’U existe une solution pos-, 
sible. dans le premier de oes quadrans, il en existe né- 
cessairement, pour le second ; une absolument pareille; 
de- sorte- que. ces deux solutions se. trouvent liées 
l’une à l’autre par cette relation; et de même, dans le., 
quadrans YCX', où le. point M se trouve, s’il y a une 
solution possible, pour laquelle la droite inscrite forme 
un certain, angle avec l’axe CY , il en existera néces- 
sairement unC: seconde, pour laquelle la droite fera 
un angle exactement pareil avec l’axe CX'; en vertu 
de la position, symétrique du point M relativement à 
ces deux axes. Cette relation de symétrie propre à ces. 
deux solutions , les a pareillement réunies dans le cal- 
cul en un seul groupe; et, comme la condition relative 
à chaque groupe était différente , l’équation générale , 
qui exprimait à la fois l’une et l’autre, s’est laissée*, 
décomposer en deux facteurs du second degré; ayant 
le coefficient' de leur second (terme: rationnel, lesquels . 
n|ous ont donné, chaque groupe séparément, par . la ré—. ^ 
solution d’une Kule équation du second degré, j * ü - . 

J 
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i8. On peut doné inférer de cette considération, que si 
If’on clioisissait pour inconnue quelque quantité qui eût, 
pour les deux solations de cbRque groupe , une valeur 
unique, la détermination de cette inconnue ne con- 
duirait qu’à une équation du second degré, dont la 
résolution ferait connaître les deux valeurs inhales 
qu’elle doit avoir dans les deux groupes. Gela arrive en 
effet ainsi, et nous allons en donner des exemples. Or, 
cette remarque est très importante à faire dans tous 
les problèmes; Car les inconnues qui ont le plus petit 
nombre de valeurs, sont généralement les plus avanta- 
geuses à cboisir, comme étantcellesqui conduisent aux 
équations les moins élevées. Mais, pour qu’elles offi*ent= 
réellement cette utilité, il faut encore qu’elles remplissent 
une autre condition, de laquelle onne peut jamais s’assu- 
rer tout-à-fait que par le calcul même ; et cette condition 
est que les raisonnemens et les équations qui servent à 
déterminer l’inconnue que l’on a choisie, ne se trouvent 
pas appartenir aussi à quelque autre quantité pareille- 
ment Inconnue , que l’on pourrait aussi bien cboisir à 
sa place, comme cela nous est arrivé, par exemple, 
lorsque nous avons voulu construire un rectangle, con- 
naissant la différence de ses côtés et sa surface; car 
alors, quel que fût celui des deux côtés que nous pris- 
sions pour inconnue , l’autre se trouvait également 
donné par la même équation; et pareillement, lorsque 
nous avons cherché le premier segment d’une ligné 
coupée en moyenne et extrême raison, nous avons 
trouvé que la condition algébrique à laquelle nous 
étions conduits, renfermait aussi la solution d’une ques^ 
tlon toute difiérente, que nous n’avions nullement 
songé à y comprendre. Or , quand il en est ainsi , la ré- 
solution de l’équation par laquelle la condition algé- 
brique est exprimée, doit donner nécessairement pour 
l’inconnue autant de valeurs "qu’il y a de manières d’y 
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satisfaire; et conséquemment, le degré de cette équa- 
tion doit se trouver plus élevé qu’il ne le serait, si l’ou 
avait pu énoncer isolément les conditions particu- 
lièrement propres à la seule inconnue que l’on voulait 
découvrir. En appliquant ces remarques à la question 
géométrique que nous considérions tout à l’heure, on 
conçoit que, si une pareille complication s’introduisait 
dans la recherche de quelque inconnue que l’on aurait 
choisie uniquement à cause de sa relation commune 
avec un même couple de droites inscrites, ce serait 
vainement que l’on fonderait sur ce choix l’espérance 
d’une solution plus simple; car l’intervention des incon- 
nues étrangères qui se trouveraient comprises dans le 
même énoncé algébrique, élèverait de nouveau l’équation 
finale que la symétrie de l’inconnue aurait dû abaisser. 

ig. Je vais maintenant donner des exemples de ces 
divers accidcns analytiques; et, pour commencer par 
un cas où l’abaissement désiré s’opère, je supposerai 
que l’on prenne pour inconnue le rayon du cercle in- 
scrit aux deux triangles VCQ", P*C(y compris dans le 
quadrans YCX', fig. a8. Ce rayon leur sera évidemment 
commun, puisqu’ils sont égaux. Même, à cause de la 
symétrie de leur situation relativement aux deux droites 
CY, CX', il n’y aura qu’un seul cercle inscrit pour ces 
deux triangles ; et il aura son centre sur la droite CM , 
qui divise l’angle commun YCX' en deux parties égales. 
Ce rayon semble donc réunir tous les avantages qui 
peuvent simplifier la détermination des inconnues. " 
Désignons-le par r; et, du centre O menant des per- 
pendiculaires OD , OE , OF , sur les trois côtés du 
triangle, il est clair qu’en vertu des conditions dç tan- 
gence , I^F sera égal à P"D , et Q"F à Q"E; en outre , ù 
cause de l’angle droit ECD, les longueurs CD et CE se- 
ront l’une et l’autre égales à r. Ainsi, P"Q'' devant' être 
égal à la longueur donnée C , le périmètre du triangle 
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sera c + C + 2r, ou 2C+ 2r, et cette quantité multi- 
pliée par le rayon r, donnera le double de la surface 
<lu triangle, laquelle sera exprimée par 2cr -f- 2r’. 
Mais on peut aisément l’exprimer encore d’une autre 
manière ; car , en vertu de la similitude des triangles , 
MBQ*, Ï^CQ", le côté MB ou a du carré inscrit est 
égal au produit des côtés CP", CQ", divisé par leur 
somme, laquelle est, comme on vient de le voir, égale 
üi c -4- 2r. Ce produit, qui exprime aussi le double de la 
surface du triangle, sera donc égal à o(c + 2r) ; ainsi , 
Pon devra avoir ■ 

2cr + 2r* = ce 2ar, ' ' ‘ 

ou r* *1- (c — a)r= — ; 

I ^ 

équation qui n’est que du second degré en r. 

Or, ici on peut se demander pourquoi cette éqiuttiou 
s’élève même au second degré j car il semble qu’eUedevrait 
être du premier, puisque le rayon cherché n’a qu’une 
seule valeur pour les deux triangles sur lesquels nous 
avons établi nos raisonnemens. Mais on va voir qu’uiic 
seule des racines, qui est positive, représente notre rayon ; 
tandis que la seconde, qui est négative, étant prise avec 
un signe contraire ; représente le rayon OD' d’un autre 
cercle, dont le centre serait en O' sur le prolongement 
de la droite CM , et qui toucherait extèrUurement les 
côtés des triangles CPQ, CP'Q', situés hors des qua- 
drans,où se trouve le point M. 

£n effet, ces deux racines sont 



Afin de les simplifier, nous les multiplierons par 2 
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ee qui donnera les diamètres des çerdes que nous 

lions de désigner. Nous aurons ainsi 

ar t =3 •r- (c — a) 4 * V^<*‘ + 

ar = f— (c — a)— V^a“- 4 - «*• 

{ja première de ces expressions est toujonrs positive» 
puisque a* 4 ~ surpasse toujours (c— a)* ; la seconde, au 
contraire, est toujours négative. Pour les construire » 
prenons, iig. 39, CC ^alc è la longueur donnée c, et 
menons ÇB; ce sera la partie radicale. Maintenmit , du 
pointe' comme centre avec CA ou c—' a pour rayon, 
décrivons une circonférence de cercle qui coupera la 
droite indéfinie BC en deux points I , I'; alors BI repré- 
sentera la valeur positive de ar , et — BI' représentera la 
valeur négative. En décrivant deux arcs de cercle du 
point B comme centre avec ces deux longueurs , on repor- 
tera la première en BL, la seconde en BL'; et ,en divisant 
celles-ci en deux parties égales, leurs moitiés NB, N'B, 
seront les deux valeurs cherchées de r. SidespointsN ,N', 
on mène NO, N'O', parallèles à CY, et terminées h GM, 
les points O , O', seront les centres des cercles cherchés. 
Cette interprétation est évidente, quant k la valeur 
positive de r, qui exprime l’inconnue même sur laquelle 
notre équation est établie*, mais il &ut en prouver la 
réalité pour la valeur négative que nous n’avions pas alors 
considérée. Or , cela est très facile , en cherchant de même 
directement l’équation qui déterminerait le rayon TJ'O', 
fig. a8. Pour l’obtenir, nommons ce rayon /. Comme 
il doit toucher les trois lignes CY', CX, MPf", fig. 28, 
PE" sera égal à PD', et QEi' à QF". On aura, en outre, 
CP = /+I‘»'> CQ = QE'— /, QP*=c + PF'i^ 

conséquemment , 

CP — CQ = a/ — QE' + PD'= ar' - QF 4- PF 

~ ar' — c. 
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Ici , c’est la différence des côtés qui se tiwisre espri- 
méé en fenctibn du Tayon-, au lieu do leur somme , 
que nous avions précédemment olrtenuc. Cela suffit 
pour esprimer de même là surface du triangle CPQ 
touché par le cercle', car elle est égale ô la somme des 
triangles QO'C, QO'P, mmns le triangle CCKP. Ainsi, 
le double de cette surface aura pour valeur < 

r'(PQ + CQ— CP), on 2 c/— ar'*. ' ■ ' ' 

■Mais on peut encore en avoir une autre ^presMon en 
cherchant le rectangle des côtés CQ , CP; car les trian- 
gles semblables MAP , QGP , donnent 
a ; CP+a :: CQ :CP; 

id’oii l’on tire ^ ' •■ ■■ ■ . 

■ CP X CQ = a(CP — CQ) = 2fl/ — ÎJcV ^ ' 

égalant donc cette expression à la précédente , il vien- 
dra , pour déterminer r', i , J 

àc/ — a/*= an/ — ne, ou — (c — n)r = — ; 

-, .... . ..... . -.aj 

Cette équation est précisément pareille h! celle que 
nous avons obtenue en r , avec la seule différence de 
signe du second terme , et elle aurait coïncidé avec 
elle, si , au lieu de représenter le rayon O'D’ par -f- r , 
nous l’eussions représenté par — r', comme nous avions 
toute liberté de le faire. Ainsi, l’on voit que la seconde 
racine de l’équation en r étant prise avec un signé 
contraire, représente réellement le rayon du cercle 
qui touche extérieurement les triangles CPQ; CP Q', 
comme nous l’avions annoncé. D’après cela, ayant ces 
rayons, il ne reste plus qu’à décrire autour des 
points 0,0', les circonférences des cercles qu* leur 
correspondent; et les tangentes menées du point M 
à ces circonférences, seront les droites demandées, Ics-^ 
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quelles seront éTidemment sujettes aux mêmes limita- 
tions que notre premier mode de solution noua avait 
fait découvrir. < 

On arriverait encore à une équation qui ne serait que 
du second degré , si l’on prenait pour inconnue le sinus 
de l’angle CMP , ou CMF» 27, formé par les droi^ 
symétriques MP , MP*, avec la droite CM , et il est facile 
d’en voir la raison , en appliquant à cet angle les consi- 
dérations générales exposées plus haut. Alors, en le 
représentant par u, et désignant CM par b ,ontrouvepaft 

. b . I 

8in*a -f- - sin K = -. 
c 2 

L’une «les racines de cette équation se rapporte aux 
droites PQ, P'Q' ; l’autre aux droites P*Q', P*Q"^ comme 
on peut aisément s’en convaincre. Mais au lieu de nous 
arrêter à ce «^dcul, il sera préférable de donner Pexèm- 
plc d’un (218 dans lequel l’abaissement «pie le choix 
métriqifede l’incopnue aurait dù produire, est empêché 
par l’intervention des racines étrangères à celle que 
l’on a voulu trouver. 

C’est ce qui arriverait, par exemple , si l’on choisissait 
pour inconnue la longueur totale MPQou MP'Q', fig, 27 , 
comptée à partir du point M ; longueur qui n’a cepen- 
dant qu’une seule valeur pour les deux solutions MPQ , 
MF Q' ; et qui n’en a non plus qu’une , mais différente de 
la précédente, pour les deux solutions MP"Q", MP*Q*j 
de aorte qu’elle semble devoir dépendre d’une équation 
du second d^é. Toutefois, si l’on cherche cette lon- 
gueur, et qu’on la nomme 2, les triangles semblables 
MAP, QCP, donneront les deux proportions, 

MP :ma :: PQ : CQ, 

MQ : CA :: PQ ; cp. 


Digitized by Googif 


DE GÉOttÉTME DÉTEEMINÉS. 67 

qui, en représentant toujours MA ou CA par a , et la 
longueur donnée PQ par c , deviennent : 

* : a :: e : CQ; d’oJi CQ = — , , 


X •— c Z a c l CP; d’où CP = • 


Après quoi, formant la somme des carrés de CP et 
de CQ , et l’égalant au carré c“, pour exprimer que le 
triangle CPQ est rectangle , tout devient divisible par c*, 
et il reste ' 



a* 

(z — c)*“ 


»; 


équation qui, après être délivrée de sies dénomina- 
teurs, devient du quatrième degré en z. 

La raison de cette bizarrerie apparente , c’est que la 
condition analytique exprimée par cette équation , con- 
vient encore , et tout aussi bien , à la 'détermination dn 
segment MQ de la droite MPQf car- si l’on prenait ce 
segment pour inconnue , et qu’ôff rdsj^rîmàt par — z , 
comme on serait parfaitement le maître de le faire, on 
trouverait pour sa détermination précisément la même 
équation en z,que nous venons d’obtenir pour MP. Cela est 
même facile a voir| immédiatement, car cette équatUna 
ne change pas quand on y change z en a — c ; ce 
qui revient précisément à prendre ^IQ au lieu de MC 
]X)ur inconnue. A la vérité, le sçgment MQ n’ayant 
non plus qu’une seule valeur pour chaque couple de 
solutions, il ne dépendrait que d’-une équation du se- 
cond degré, si la condition qui le détermine pouvait 
s’énoncer isoléitient. Mais , se Céihpliquant avèc la cohdU 
* tion relative h la ligttfe totale , qui â Unssl deux valeurs ; 
l’éqnatkm composée qui rfenlle de Cette Comljinaisou 
s’élève nécessairement au quatrième degré. ' 
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Neanmoins, la même raison de symétrie qui, dans 
notre première solution , nous a permis de séparer les 
couples de racines relatifs à un même groupe, aura en- 
core ici un effet Mmblable; car si, après avoir fait dis- 
paraître les dénominateurs de l’équation en z , on dé- 
veloppe son premier membre, eUe pourra être mise 
sous cette forme 

a*[az(z — c) -1- c*] c= z’(s — c)*. 

Alors on voit que le produit z(z — c), est réellement la 
seule fonction inconnue qui s’y trouve comprise *, de 
sorte que si l’on fait 

z(a — ■ c ) = az' , 

Z étant une nouvelle inconnue, celle-ci -se trouvera 
déterminée par l’ équation < 

z'* — 2flz' = c* ; ' . 

d’où l’on tire pour z' ces deux valeurs 

a' = O -f- v/o* -1- c*, z' = O — v/ d‘ -J- c*, 

lesquelles sont précisément les mêmes que nous avons 
construites par les lignes MZ', MZ", dans la fig. 27* 
Maintenant, si nous employons la première , qui est 
positive, elle donnera à l’équation en z deux racines, 
l’une positive, représentant MP, et l’autre négative, 
représentant — MQ. Or,, la condition généralement 
exprimée par cette équation, donne la proportion sui- 
vante ; , • ! " 

^ ^ \ z V, a. 

Donc, si on l’applique ù la racine positive MP ou -l*. z ’ 
auquel cas MQ représente z — c, on voit qu’en joignant 
les points P et Z', les deux triangles MZ'P, -MBQ, 
doivent être seml>lablcs •, d’où il suit que le premier 
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$era rectangle en P, puisque le sccoud l’est en B. Le 
point P appartiendra donc à la circonférence du cercle 
décrit sur MZ' comme diamètre; et, puisque, par la 
nature du problème , il appartient aussi à la droite in- 
définie AX , il devra se trouver à leur commune inter- 
^ srotion. A la vérité, cette condition seule ne le déter- 
minerait pas complètement, puisque la droite AX a 
généralement deux points d’intersection P, P', avec la 
circonférence décrite surMZ'; mais les comparaisons 
' des triangles sur lesquelles nous avons fondé l’équation 
en s , ne s’appliquent qu’aux seules sécantes qui coupent 
la droite CB entre les points G et B; de sorte que, pour 
cUns, AP doit surpasser AC, ce qui lève l’indétermi- 
nation. La sécante AP étant ainsi connue , on pourrait 
aussitôt construire la sécante MQ', qui , d’après nos 
premières remarques, doit faire le meme angle qu’elle 
avec la droite CM ; mais la chose se trouvera toute 
réalisée, en menant MP’ au second point d’intersection 
de AX avec la circonférence; car, en vertu de la dispo- 
sition symétrique de la figure , la seconde sécante MP' 
doit se trouver égale au segment MQ, ou à la racine né- 
gative de l’équation en z , prise avec un signe contraire. 
Cette relation est facile à vérifier par l’analyse , en for- 
mant immédiatement l’équation qui détermine cette 
seconde sécante, d’après la comparaison des triangles 
MQ’B, CP'Q' ; car en représentant MP' par Z , cette 
équation se trouve être 

a* , a* 

■?"^(z -f c)»~ " 

jc’est-à-dlfe, précisément la même que la précédente^ 
en changeant -f- z en — z. ^ ,, . 

J usqu’ici , nous n’avons employé que la valeur posi- 
tiye de l’inconnue auxiliaire s', valeur .que nous avon? 
4x>nstruitc par MZ'. Maintenant, si nous employons de 
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même la valeur négative MZ', en la désignant jiar — s", 
pour introduire explicitement son signe , l’équation 
en Z deviendra ’ ! 

z(z-- c) = — «tz*. 

En la résolvant, on pourra voir que les deux racinA, a 
lorsqu’elles seront réelles, seront toutes deux positives, 
et moindres qde c. Or, étant mise eh proportion , cette 
équation donné ' ' ■■y 

Z* ; « c — s : a- a- 

Alors, si on l’applique à une sécante’ telle 'que MP", 
celle-ci étant supposée représenter z,' l’antre segment 
MQ" représentera c — z ; la proportion monti-c donc 
que si l’on joint les points Z" et P", le triante Z"P*lV[ , 
devra être semblablo au triangle HBO*, 'et conséquem- 
ment, que l’angle en P* doit être 'droit. Cette 'condi- 
tion place le point P" à i’intérscctiôn commune, de Ja 
droite indéfinie AX' avec la circonférence décrite sur 
MZ" comme diamètre; et l’intcrsCcrtbn' 'de 'ces"deux 
lignes donne aussi le point P" relatif l’autre sécante , 
située dans l’angle X'CY, parce qn’en vertu de la sy- 
métrie de la figure , la longueur MP" de cette sécante 
se trouve égalé à MQ", ou au second segment de la pré- 
cédente, qui est lui-même la seconde racine de l’équa- 
tion en Z. . ' . • 

20. Les nouvelles inconnues que nous avons’ choi- 
sies dans CCS dernières façons de traiter le problème, 
nous conduisent donc 7 par une route-toute dUTérente, 
aux mêmes résultats que la première nous avait 
donnés. Cet accord doit avoir lieu , en effèt,’ quelle qiie 
soit l’espèce d’inconnue que l’on élioi'srs.sc; mais' il 'peut,, 
exi.ster une très ^ahdc inégalité'danS la manière plus 
ou moins simple dont elles le donnent. Eu général , les 
remarques qut nous avons faites sur les causes qui com- 
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pliqucnt les équations dont les inconnues dépendent, 
montrent qu’il faut soigneu.seiiient éviter de choisir 
pour inconnues des quantités dont la détermination 
conduit a la même équation que l’on obtiendrait 
en prenant jjour inconnues d’autres quantités dilfé-, 
rentes d’elles; ce qui arrive quand les unes et les 
autres ont des relations semblables avec les diverses 
»lonnées du problème. Alors il faut rejeter paiement 
toutes ees Inconnues, et en prendre une qui en soit un 
éféiucnt commun , tel qu’en le connaissant , on puisse , 
par des constructions ou par des opérations simples, 
déterminer ensuite séparément les diverses inconnues; 
car, toute l’indétermination qui compliquait la re- 
cherche algébrique de ces inconnues, n’existera plus 
pour l’élément unique dont il s’agit; et, en con^ 
«picnce , on jwurra espérer de l’obtenir plus simple- 
ment qu’aucune d’elles. Mais, c’est l’adresse seule de 
l’analyste qui , guidée par les considérations précédentes, 
peutlul indiquer un pareil choix dans chaque problème, 
et l’on ne saurait donner de règle fixe pour le prescrire. 

21. Je vais confirmer ces réflexions par un dernier 
exemple, qui, en ii^ne temps qu’il achèvera de faire 
sentir leur justesse , aura l’avantage clc montrer com- 
ment l’Algèbre, en rassemblant «lans les mûmes équa- 
tions des questions géométriques très diverses et qn 
apparence très indépendantes les unes des autres, dé- 
couvre ainsi entre ellçs des rapports . généraux que 
l’êxamen isolé de chaque question par la seule sjii- 
thè.se géométrique n’aurait jamais pu faire apercevoir. 

tin point M , fig. 3 p , est donné arbitrairement dans 
un angle, connu ACB. On mène par ce point une droite 
quelconque MQP , terminée à la liranche AC , consi- 
dérée comme indéfinie; puis, on demande d’exprimer 
analytiquement les relations qui existent entre lesscg- 
mens MP, MQ, de la ligne sécante, et les parties 


6i’ " ' ■ PnoBLEMES 

CP , OQ , coiipéos sur les branches de l’angle, pour toutes 
les positions possibles du point donné M. ^ 

On voit que cet éhoncé a lieaucoup de rapport avec 
celui du problème que nous venons de résoudre; mais 
il est beaucoup plus général, en ce qu’il n’assigne pas à 
là ligne sécante d’autre condition que d’étre menée pai* 
le point M , et terminée à la branche XX' ; aussi ne 
sufllt-il point pour la déterminer entièrement. Mais , cela 
seul, qu’elle soit menée ainsi et ainsi limitée, établit 
déjà certaines relations entre les segmens formes , soit 
sur les branches de l’angle, soit sur la sécante même; 
de sorte que ces 'relations, quand on les a généralement 
exprimées par l’analyse, deviennent des élémens de 
solutions communs à toutes les questions particulières 
dans lesquelles on achève de déterminer la sécante, en 
l’assujettissant à quelque nouvelle condition. 

Or, cette nouvelle condition elle -même , quelle 
qu’elle puisse être, étant exprimée en analyse, se ré- 
duira toujours è établir quelque relation de plus, qui 
devra exister en même temps que les précédentes. Ainsi , 
en la combinant avec elles , on obtiendra la résolution 
du problème particulier qu’elle achève de déCnir, sans 
qu’il soit nullement besoin de recommencer pour œ cas 
les rai sonnemens généraux. 

Etablissons maintenant les données sur lesquelles 
ceux-ci reposent. Il faut d’abord fixer la position du 
point M dans l’angle ACB. On peut le faire de beau- 
coup de manières difierentes. Une des plus simples, et 
que nous adopterons, consiste à mener par ce point 
deux droites parallèles aux deux branches de l’angle, 
et à prendre pour données les longueurs MA , MB , 
ou CA, CB, des cétés du parallélogramme ainsi formé. 
11 est visible, en effet, que ces deux lignes sont parfaite- 
, ment disposées pour former avec les cétés de l’angle et 
la droite inscrite des triangles semblables, qui donneront 
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des rapports simples entre les quantités dont on veut éta- 
blir les relations. D’après cela, nous représenterons GA 
par a, GB par a', et nous les considérerons comme 
connues. Nous nommerons aussi AP, x; CQ, MP,*} 
MQ,z'. Ges quatre quantités seront les indéterminées 
du problème. 

Gela posé, si l’on compare les deux triangles sem- 
blables MAP,QCP, ils donneront ces deux proportions: 

MA : AP GQ : CP, MP : AP :: mq : ac, 

ou a' a: — O b x IZ s' : oj • 

d’oî» l’on tire 


(i) xx' = a'(* — a), zx = az. [pi) 

11 reste maintenant à exprimer que les trois droites 
CP,CQ,PQ,ou a; — n,a;',et z, constituent un triangle 
dans lequel l’angle PCQ a une grandeur connue, que 
nous désignerons par i\ cela est facile, d’après le théo. 
rème de Géométrie qui donne le cosinus d’un angle 
quelconque d’un triangle en fonction des trois côtés. 
On aura ainsi 


co s i 


CP 4. CQ — PQ* 
2.CP.CQ ■’ 


ou, remplaçant les lignes par leurs ^ expressions; aigé-.- 
briques, et faisant disparaître le 4éQom>uateur , 


(3) ar'*+(x— «a)* — 2 ar'(* — a)cost=(z — z')\ 

22 . Les trois équations (i), ( 2 ), (3), renferment 
toutes les relations résultantes des conditions géné-' 
raies auxquelles est assujettie une sécante quelconque, . 
menée du point M et terminée à la branche AC de > 
l’angle QCP.- ‘ ^ ; 

Ces équations renferment quatre indéterminées in-. • 
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tlélMîntlanles * , c et s'. Si l’on se donne entre ces 
quantités une é«{uatiou «le pins , qui sera l’expression 
«le quelque «xtndition nouvelle, à laquelle la sécante MP 
devra satisfaire , on , aura autant d’équations que d’in- 
(X>nnues 4 et par. cons«iquent , chacune de celles-ci pourra 
être déterminée entièrement par l’élimination. 

aS. Supposons , par exemple, que la nouvelle condi- 
tion fàt relative aux seuls segmmis formés sur les 
branches, de l’angle; alors l’équation qui l’exprimera, 
ne «xmliendra que x et x', sans s ni s'. On pourra donc 
la combiner immédmtement avec l’équation (i); et cba-^ 
cune des inconnues x, x', se trouvera complètement «lé- 
terminée. Si l’on peut résoudre les écpiations qui les 
donnent , on connaîtra leurs valeurs , qui , substituées 
dans ( 2 ) et (3) , donneront z et z. 

Par exemple , si la somme des deux segmens CP , CQ , 
doit être «igale à une ligne donnée b , l’expression ana- 
lytique de cette œndition sera 

r'-J-x — a = é; 

et, en l’employant pour chasser x de l’équation ( 1 ), il 
viendra 

x'* — (a -f- a' -4- i) x' = — a'b ; 

équation toute en x'. Celle-ci , disposée sous la forme 
de pro«iuits , «levient , en changeant les signes , 

x' (a a' b — x') = a'b. 

Alors on voit quc{/ a' b est l’ordonnée d’un corde 
dônt a d' + ^ est le (Uametre , et «lans lequel 
x', a -f- Cl' -4- i — x', sont les segmens coupés par l’or- 
donnée.' On peut :donc aisément construire x' d’après 
(otte indication , et tel est l’olqet do la fig. 3 1 , dans la- 
quelle BD représente la ligne donnée b. D’abord , eu 
«iécrivaut un ceridc sur CD «x>mmc diamètre , et me- 
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nant du point B l’ordonnée BH, ce sera a' b ; alors , 
par le point H, menez à CB une parallèle , sur laquelle 
vous projetterez les points C et D par des perpendicu- 
laires- puis, ajoutez D'A' égal à CA , C'A' sera le dia- 
mètre du cercle cherché. U ne restera plus qu’à le dé- 
crire, et les points Q,Q', oh il coupera la branche CB, 
seront ceux par lesquels- il faudra mener les sécante»v 
MQ, MQ', qui satisferont aux conditions analytiques 
exprimées par l’équation en x'.-On voit qu’elles seront 
au nombre de deux; mais la première , qui donne CQ 
et CP, tous deux positifs, répond seule au problème 
géométrique proposé. La seconde , qui donne CQ', posi- 
tif, mais CP' o\ix — a, négatif, répond au cas où l’on 
aurait demandé que la ligne b fût égale , non pas à la 
somme, mais à la dificrence des segmens CQ' et CP', 
ce dernier étant pris dans l’angle ACB, supplément 
deBCX. ’ ■ 

Si l’on demandait que CQ — CP fût égale à cette 
même ligue û, on aurait pour condition analytique 

Z— (jt — u) = û; 

ce qui conduirait à l’équation 

jt'* — (a' û — a) *' — a' b , 

ou x' (a -t- b — a — x') = a'b. . 

La construction serait donc la même que tout à l’heure , 
avec cette seule différence, que le diamètre du second 
cercle serait CD' — D'A', au lieu de CD' -f- D'A' ; de 
sorte que , pour l’obtenir, il faudrait porter D'A' ou « , 
en sens contraire de ce que représente la lig. 3i. 

2 -'t. On trouve dans plusieurs auteurs une autre 
question qui se résout avec la même facilité que les 
précédentes; elle consiste à mener la sécante MP (lig. 3o), 
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SOUS une ino|> 0 <k>^n toile, que la surface Ju triangle 
CQP soit égale à un cai'ré tlonné /t*. 

Pour exprimer cette condition analj’tiquement , il 
faut considérer que si, du sommet Q du triangle CQP , 
on mène une perpendiculaire à la base CP, cette perpen- 
diculaire , qui sera la liauteur du triangle , aura pour 
longueur CQ sin i , ou x sin i. La surface du triangle 
sera donc exprinu-e par ~(x — a) jt' sin i ; et si l’on veut 
qu’elle soit égale à 4% il faudra qu’on ait 

î (a: — a)x' sin i = A*, ou (x — a)x' — 

Employant cette relation pour chasser x de l’équa- 
tion ( 1 ), il vient 

,, . a/j’x' an'A* 
x*-f- — ; — ^.= — : — - 
a siu t a sin » 

On pourrait construire immédiatement cette équation 
par une sécante de cercle; mais on obtiendra des ré- 
sultats plus simples en la résolvant. Elle donne ainsi 
pour .V ces deux valeurs : 


/i* . / M lût' h' 

âsini V a‘sin‘t~ U slu »" 

La partie commune aux deux racines peut aisément se 
construire. En effet si , par le point C ( fig. 3a) , on mène 
une droite indéfinie A' CD, perpendiculaire à CB ou AM 
la distance CA étant a , et l’angle A' AC étant i , CA' sera 
a sin ». Alors, à partir du point C, prenez sur CY' la lon- 
gueur CH égale à h , cùté du carré donné, et menez HD 
perpendiculaire & A'H ; CD sera évidemment égal & 

A* . ... 

et puisque cette partie est prise négativement 


a siu » * V 0*810“* ~ a sin * 
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clans les deux racines, on devra la porter dans ce sens 
sur la ligne des c’est-à-dire en CD'. Or, cette quantité 
étant connue , la Construction du radical devient iiien 
facile; car on peut le mettre sous la forme 

A* \ Â“ 
a sin iy a siu t’ 

ou il n’exprime plus qu’une moyenne proportionnelle 
entre deux lignes connues. Alors, sur BY , prenes BB' 
égal à CB ou a' ; puis , sur D'B', comme diamètre, dé- 
crive* une circonférence de cercle , qui coupera quelque 
part en Ela perpendiculaire A'CD indéfiniment prolon- 
gée. La corde D’E sera la moyenne proportionnelle cher- 
chée. Il ne restera plus qu’à porter cette corde à partir 
du point D' sur la ligne des x', tant du côté positif que 
du c<)té négatif ; et par les points Q ,Q', ainsi déterminés , 
menant du point M deux sécantes, MP, MP', les deux 
triangles CQP, CQ^P', qui en résulteront, satisferont 
paiement à la condition demandée , que leur surface 
soit égale au carré A*. 

Ce problème servirait , si l’on demandait de partager 
un triangle donné CDE (fig. 33 ) , en deux parties égales , 
on généralement qui fussent entre elles comme m h n, 
au moyen d’une sécante menée d’un point donné M. 
En efiet, dans ce cas, la surface CDE étant connue, si 
(Ml la représente par s, celle du triangle CPQ devra 

être — de sorte qu’en substituant cette quantité 

au carré A“, on découvrira la sécante MQP qui y satis- 
fait; et la subdivision proposée se trouvera effectuée, si 
le point P ainsi obtenu tombe en dedans de la base CE 
du triangle; autrement, elle sera impossible, du moins 
à partir de l’angle C, et il faudra l’essayer de même à 
}iartir de l’angle D. 

s5. Je ne chercherai pas à multiplier davantage ces 

5.. 
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applications particulières; celles qui précèdent sufliscnl 
pour montrer comment il faudrait employer toute 
autre relation qui serait donnée entre * et x'. Chacun 
pourra aisément s’en proposer de nouveaux exemples , 
et il sera utile de s’exercer à en construire élégamment 
les résultats. Je me bornerai ici à faire observer que 
ceux quenousvenons d’obtenir , en supposant le point M 
extérieur à l’angle donné YCX ou i, s’appliquent éga- 
lement au. cas où il serait supposé intérieur, pourvu 
que l’on introduise cette modification dans les formules 
et dans les eonstructions qui en dérivent ; ce qui con- 
sisterait à rendre a négatif dans les premières, et à 
•porter dans les autres la ligne a en sens contraire de la 
direction suivant laquelle elle est employée dans les figu- 
res ."îi et3a. Eu appliquant , par exemple, cette inversion 
au dernier problème ( fig. 3a ) , on verra qu’ il offre ainsi 
des cas d’impossibilité qu’il ne comportait pas d’abord. 

afi. De même que les équations générales ( i ) , (a) , (3) , 
nous fournissent une relation entre les seuls segmens 
* — a et x' pris sur les branches de l’angle donné; elles 
nous peuvent donner aussi une relation entre les seuls 
segmens z et z', formés sur la sécante MQP. En effet , 
l’équation (a) donne déjà la valeur dez , exprimée en z 
etz'. En substituant cette valeur dans l’équation (i),on 
en tirera z', exprimée de la même manière; et au moyen 
-de ces résultats , chassant x et x' de l’équation (3), on 
aura une relation en z et z'. En opérant ainsi, l’équa- 
tion finale devient divisible par z — z', et il reste 

a* a* oaa' 

— + — 7-COSl= 1. 

Z Z zz 

Ainsi, dans le cas où la nature particulière de la 
question géométrique proposée fournirait une relation 
entre z et z' seuls, on pourrait la combiner directement 
avec celle-ci , et l’on en tirerait z et z' par l’élimination. 
Toutefois, d’après les raisons exposées, page 67 , les 
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solutions ainsi obtenues seront "cnéralement plus com- 
pliquées que celles où l’on tléleriiiine d’aliord les seg- 
mens x, x , formés sur les branches de l’angle. 

27 . Toutes ces équations se simplifient et deviennent 
beaucoup plus faciles à traiter , lorstjue les deux quan- 
tités a, a , deviennent égales entre elles, c’est-à-tlire 
lorsque le point M se trouve placé à égale distance des 
deux branches CX, CX' de l’angle donné. Pour en offrir 
un exemple assez remarqualde , je vais proposer de ré-r 
soudre dans cette supposition, mais avec une valeuc 
quelconque de l’angle BCX , le mcine problème que nous 
avons résolu, page 44 , en* supposant cet angle droit: 
c’est-à-dire que je demanderai de mener la sécante MQP 
( fig* 3o), de manière que la partie PQ, interceptée entre 
les branches de l’angle , ait une longueur donnée c. 

Cette condition exprimée en analyse, donne immé-r 
diatemeut l’équation.. 


£—z~ 0 , 

qui , comlimée avec celle que nous avons obtenue tout 
à l’heure entre z et z, suffit pour déterminer ces tleux 
inconnues. L’élimination conduit ainsi à une équatioq 
du quatrième degré en z ou z , comme on devait s’j at- 
tendre-, mais , lorsqu’on suppose a s= n', cette équation 
se laisse aisément résoudre en deux facteurs, en prenant 
pour inconnue le produit zz', comme dans la page 58.- 
Néanmoins, on arrive à des résultats d’une discussion 
plus facile, en se servant de l’équation (3) , apres en avoir 
cba«sé x’ par le moyen de sa valeur prise dans l’équa- 
tion ( 1 ). En effet , en effectuanteette élimination , et rem- 
plaçant Z — z' par sa valeur c, qui est donnée , on trouve 


a'*(.r — n)* aa'(x — aY 

+(*— g) ^ ^ cos i = c“. 


& l’on dével oppe celte équation après a.voIr fait a =-a’r 


f 
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•es termes peuvent se ranger dans l’ordre suivant . 


— + aa* -f- X* — an — ancoai 

= c* — 4n*cos »; 
ce qui revient à 

+x^ — an( 1 -J- cos i) ^ ^ — f-x^ = c’— 4a’cos*. 


On voit donc qu’ici, comme dans la page 45, on ii’a 
qu’à faire 

a* „ 

— + x = Ç, 

et l’on aura pour déterminer Ç , l’équatioB 

Ç* — an(i + cos i) Ç= c* — 4n*cos /, 

f 

qui, étant résolue, donne pour Ç les deux racine» 


Ç' = n( 1 + cos i) -4- v/ c* + n“( i — cos t)“ , 
C =n(i4-«»0 — l/c“+n“(i— cosi)“. 


Ces expressions sont bien aisées à construire. En effet, si ,. 
du point A (iig. 34) , on mène la perpendiculaire indé 7 
finie N' AM' sur la ligne MB prolongée aussi indélini- 
ment , la distance MM' sera a cos i\ et par conséquent , 
BM' sera a-\-a cos i, c’est-à-dire la partie commune des 
deux racines. Maintenant si , du point C , on mène do 
même, à BM, la perpendiculaire indéÜHieCQC„iVl& 
sera a — a cos i, ou a (’. — cos i). 

Donc, si l’on prend sur le prolongement de cette- 
perpendiculaire une longueur GC', égale à la ligne don- 
née C , l’hjpoténuse MC' sera la partie radicale. Il ne 
reste plus qu’à porter cette hypoténuse à partir du 
point B sur la ligne MB, du cété des abaisses positivos. 
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fiii Z', et dn ciltc des négatives en Z". Alors Iti première 
râleur de Ç se trouvera représentée par Cl la se- 
conde le sera par M'Z". 

Maintenant, Ç étant connn, l’équation eh sr et Ç 
devient 

a:* — xÇ = — rt*, 
et peut se mettre sous la forme 

*) = «’•, ' 

d’oli l’on voit qn’ici, comme dans le prol)lcmc plus 
particulier de la page 46, a représente l’ordonnée d’un 
cercle dont Ç est le diàtnètre,.et x, — x, les deu?^ 
segmens coupés par l’ordonnée. Ayant donc pris sur 
M'A une longueur M'N' égale à «, on mènera par le- 
point N' une parallèle Z'MZ"; puis , sur M'Z', et M'Z",. 
comme diamètre, on décrira deux circonférences de 
cercle, dont les intersections avec cette -parallèle donne- 
ront les valeurs chercliées de s , qu’il ne faudra plus que 
projeter sur la branche X'CX par des perpendiculaires. 
On auèa ainsi généralement quatre valeurs de -v ^ et par 
conséquent, quatre sécantes, qui satisfèioiit aux condi- 
tions demandées*, mais. avec cette particularité, qiie les 
deux solutions données par lé cercle M'Z' seront tou- 
jours réelles, tandis que lès solutions données par lé 
cercle M'Z" pourront devenir imaginaires pour Certaines 
limites de longueur de la ligne donnée, 'rous ces résultats 
sont parfattement analogues à ceux que nous avons 
trouvés page 46 , pour le cas particulier de l’ahgle droit; 
et l’on voit qu’ils n’ont pas été plus difficiles h construire. 

38. Je termine Ici ce chapitré, en faisant observer 
que les Cbfistructions géométriques doivemt étrè consi- 
dérées seulement comme nn moyen élégànt de peindre 
les solutions des problèmes, et non pas colnmé un pro- 
cédé suffisamment rigoureux pour trouver lea valeurs. 
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numériques des inconnues. Relativement à ce dernier 
objet, le calcul est inliniment préférable, parce que son 
exactitude est indéfinie: et même il vaut toujoursmieux. 
y recourir , quand la construction n’est pas très simple. 


CHAPITRE III. 

Des Problèmes de Géométrie indéterminés. 

39. Les méthodes que nous venons de parcourir 
n’avaient pour but que des problèmes délerminèB, c’est- 
à-tlire,dans lesquels l’inconnue n’était susceptible que 
d’un certain nombre fini de valeurs; mais on peut aussi 
se proposer des questions de Géométrie indéterminées , 
qui soient susceptibles d’une infinité de solutions. 

Par exemple , si l’on considère une ligne quelconque 
tracée sur un plan (Gg. 1 , pl. III), et que, de plu- 
sieurs points de cette ligne, on mène des perpendiculaires 
MP, M P', sur une droite indéfinie AX, donnée dans le 
plan, ces perpendiculaires auront certainement une 
longueur déterminée, qui dépendra de la nature de la 
ligne AMM', de sa position , et de la distance des points 
MM' entre eux. Si donc on prend sur la droite AX un 
point fixe A pour point de départ, chaque longueur AP 
aura sa perpendiculaire correspondante PM, qui résul- 
tera du concours de toutes ces circonstances; et la rela- 
tion qui subsistera entre les AP et les PM, dans les 
diverses parties de la ligne AMM', déterminera néces^ 
sairemeut la forme de son cours. 

Or , il serait très possible que ce rapport fût de na- 
ture è être toujours exprimé par une meme équation 
entre des AP et les PM , auquel cas cette équation ser- 
virait à trouver une quelconque de ces quantités par le 
moyen de l’autre , lorsque celle-ci serait donnée. 
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Si l’on savait , par exemple , que dans tonte l’étendue 
de la courbe, chaque AP, étant comptée à partir d’un cer- 
tain point connu, A (fig. a), estégaleàlalongueurdePM 
qui lui correspond ; alors , en représentant généralement 
les premières par la lettrex , les dernières par la lettre_y, 
on aurait entre elles la relation 

Dans ce cas, la suite des points M, M'..., forme évidem- 
ment une ligne droite inclinée de 45® sur l’axe AX. 

Si l’on savait , au contraire , que , dans toute l’étendue 
delà ligne AMM' (Hg. 3), chaque PM est moyenne 
proportionnelle entre les distances du point P ù deux^ 
points fixes A et B , pris sur l’axe AB ; alors , en représen- 
tant toujours AP par x , PM par y , et nommant aa la 
distance AB, on aurait, d’après la condition proposée, 

y* — x (an — x), 
ou y* = anx — X*. 

Cette équation fait connaître y, lorsque l’on se 
donne x, et réciproquement; elle suffit donc pour trou- 
ver autant que l’on voudra de longueiirs PM et de 
points M , M'... qui seront tous sur la ligne proposée. 
D’ailleurs, d’après la propriété sur laquelle nous l’avons 
étalilie, il est évident que cette ligne est une circonfé- 
rence de cercle décrite sur AB comme diamètre. 

3o. Puisque chacune des équations , 

^ = X, y^ — aax— “ x^ ^ 

peut servir à trouver autant de points que l’on voudra 
sur la droite ou sur le cercle dont elles énoncent une 
propriété générale, il est évident que ces équations 
sont équivalentes à la construction actuelle de ces 
lignes , et qu’elles peuvent être employées pour les 
représenter. 

On peut, eu généralisant ce résultat, regarder toutes 
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les lignes planes imaginables comme susceptibles d’élrc 
ainsi représentées par des équations entre deux -va- 
riables indéterminées; et, réciproquement, on voit 
qu une équation quelconque , entre deux indétermi- 
nées, peut être interprétée géométriquement, et consi- 
dérée comme représentant une ligne plane, dont elle 
peut faire trouver successivement tous les points^ 

3i. Cette manière d’envisager les rapports de la Géo- 
métrie et de l’Algèbre est beaucoup plus étendue et plus 
féconde que celle que nous avions considérée d’abord , et 
qui se bornait aux problèmes de Géométrie déterminés. 
On peut même la généraliser encore , et l’appliquer aux 
équations à trois variables qui représentent des sur- 
faces, comme on le verra par la suite; mais, pour le- 
moment , les considérations précédentes nous suffiront- 
Je ne me proposais ici que de fixer précisément, et dé- 
faire bien comprendre , cette division qui partage l’ap- 
plication de l’Algèbre à la Géométrie en deux branches 
distinctes et totalement séparées dans leur objet. Elles 
l’ont été de même dans niistoire des Mathématiques.. 
L’invention de la dernière est due à Descartes. Avant 
ce grand homme, on n’avait appliqué l’Algèbre qu’aux 
problèmes de Géométrie déterminés. Les premières ap- 
plications de ce genre avaient meme été seulement nu- 
mériques; car elles se bornaient h trouver et à calculer 
arithmétiquement la valeur numérique des inconnues. 
d’après leur expression algébrique résolue. V ers la fin du 
quinzième siècle ,Viète, célèbre analyste français, ima- 
gina de représenter ces expressions par des constructions^ 
géométriques , comme nous l’avons fait an commence- 
ment de cet ouvrage , en les supposant obtenues sons 
une forme explicite par la résolution de l’équation qni 
les déterminait. Ces constructions ne pouvaient encore 
nullement servir pour interpréter les valeurs des incon- 
nues dans les êiuations indéterminées. Descartes fit un 
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pas immense, en montrant que de pareilles équations 
représentaient des lieux géométriques; et l’on peut dire 
que, par cette découverte, il créa réellement l’appli- 
cation de l’Algèbre à la Géométrie, dont les eonstruc- 
tions de Viète n’étaient qu* une particularité très bor- 
née. En effet, un problème de Géométrie quelconque, 
se réduit toujours k trouver nn certain nombre de 
points, de lignes ou de surfaces, dont la position, ou la 
confîguration, satisfasse à certaines conditions données. 
On peut même considérer la rechercbe des points 
comme un problème d’intersection de lignes. Si l’on 
sait géncralement trouver les é<|uations des lignes , 
d’après l’énoncé des conditions géométriques auxquelles 
elles doivent satisfaire , et réciproquement découvrir la 
forme ainsi que le cours tles lignes, lorsque l’équation 
analytique qui les exprime est donnée, il n’y aura pas 
de problème de Géométrie, si compliqué qu’il soit, 
que l’on ne puisse écrire algébriquement à l’instant 
même, et réduire ainsi à une combinaison d’équations 
purement analytiques. Cest k l’aide de ce secret que 
Descartes, à l’âge de vingt ans, parcourant l’Europe 
dans le simple appareil d’un jeune soldat volontaire,, 
résolvait d’un coup d’œil, et comme en se jmiant,toiis 
les problèmes géométriques que les mathématiciens de 
divers pays s’envoyaient mutuellement , comme des délis 
publics, suivant l’usage de ce temps-là. 

3a. L’application de l’Algèbre à la Géométrie, lors- 
qu’elle est ainsi envisagée, n’exige plus, dans chaque pro- 
blème, la recberehe decpielque artifice ingénieux , ou 
même de quelque condition particulière qui conduise à 
F énoncé algclwique ; elle n'est plus que l’ usage immédiat 
fl’une même méthode, toujours unil'omie et directe 
dans ses procé^lés. Ces avantages sont dus à ce qu’elle 
remonte aux éléinens simples qui constituent toutes 
ks questions géométriques, et qu’elle en combine les 
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énoncés algébriques ,'précnémcnt comme la Géométrie 
les assemble pour former la question proposée. C est ce 
que l’on comprendra parfaitement, d’après l’exposition 
graduelle que nous allons en offrir. v> 

D’al)ord , tous les problèmes de Géométrie imagi- 
naldcs, et même en général toutes les considérations 
géométriques, portent sur les positions relatires des 
points de l’espace. Notre premier pas doit donc avoir 
pour but de ebereber comment ces positions peuvent 
être exprimées et fixées par un énoncé analytique. . j 

L’espace, tel que les géomètres le considèrent, est 
une étendue indéfinie dans laquelle on conçoit que 
tous les corps sont placés. On ne peut donc y déter- 
miner le lieu al>solu des corps, mais seulement leurs 
situations relatives, qui sont les seules dont la connais- 
sance nous soit nécessaire : et, pour cela, on rapporte 
ces points à des objets fixes , dont on suppose que la 
position est connue. . 

Sur un plan , on conçoit deux droites AX , AT ( fig. 4 
faisant entre elles un angle quelconque donné : tout 
point M, situé dans le plan, est déterminé lorsqu’on 
connaît les longueurs des droites MQ, AIP, menées de 
ce point parallèlement aux lignes AX , AT , et termi- 
nées à ces lignes ; car , par les propriétés des parallèles , 
AQ =PM, et AP = QM.On peut donc, en connaissant 
ces valeurs, mener les droites PM et MQ, qui, par leur 
intersection , déterminent le point M. 

Dansl’ espace, on conçoit troisplansYAX, YAZ, ZAY 
( lig. 5 ) , faisant entre eux des angles donnés. Un point 
quelconque M se trouve déterminé de position , quand 
on connaît les longueurs des droites MM', MM", MM", 
menées par ce point parallèlement aux intersections 
des trois plans, et terminées à ces plans ; car alors on 
peut mener trois plans parallèles à ceux-ci, et sur 
les<jucls le point M se trouve. . » 
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Avant d’ examiner les conséquences qui résultent des 
conventions précédentes , il est bon d’observer qu’en 
, général nous prendrons les mots plan et ligne droite 
dans leur acception la plus étendue j c’est-à-dire qu’en 
général nous entendrons, par ligne droite , une li"iiB 
droite indéfiniment prolongée, et par plan, un plan 
indéfiniment étendu. Lorsqu’il sera nécessaire de con- 
sidérer des portions limitées de plans ou de droites 
nous en avertirons , comme nous venons de le faire • 
mais ces abstractions seront toujours déterminées par 
les conditions particulières delà question proposée. 

ï)es Points et de la Ligne droite considérés 
sur un plan. 

33. Lorsque les points M ,M', d’un plan , sont rapjiortés 
à deux lignes fixes, AX, AY (fig. 4 ), menées d.ms ce 
plan , les longueurs QM , Q'M’, ou leurs égales AP, AF, 
se nomment abscisses; et les distances P.AI, P'M', on 
leurs égales AQ , AQ' , s’appellenfori/o«n*s. La ligne AX, 
sur laquelle se comptent les longueurs AP, AF, se 
nomme l’axe des abscisses; la ligne A Y s’appelle Yaxe 
des ordonnées. Les ordonnées et les abscisses se dé- 
signent encore par la dénomination générale de coor- 
données; les lignes AX, AY, sont alors les axes des 
coonLnnées, et le point A, où elles se coupent, en est 
\origine.\je. choix des axes est absolument arbitraire; 
et 1 on peut, à volonté , compter les aliscisses ou les 
ordonnées sur l’un ou sur l’autre. 

34. Représentons en général par x les al>scisses , et 
par J- les ordonnées; x et j seront des variables qui 
prendront diverses valeurs pour les différens points 
que 1 on devra considérer. Si , par exemple , avant 
mesuré les longueurs AP, PM, qui déterminent le 
point M, ou trouve la première égale à a, et la se- 
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comle égale à A , on aura , pour fixer la position de ce 
point, les deux éijuations 

*=a, ^ = 

et comme elles suffisent pour cet objet , nous les nom- 
merons les équations du point M. 

Si , l’abscisse AP restant la même, l’ordonnée PM di- 
minue , le point M s’approche de plus en plus de l’axe 
AX ; si PM ou l> devient nulle , le point M tombe en P 
sur l’axe des * lui-mêmej et ses équations deviennent ^ 
a: = a, y o. 

Si , P ordonnée PM restant la même , l’abscisse AP dimi- 
nue , le point M s’approche de plus en plus de l’axe AY, 
avec lequel il finira par coïncider, lorsque AP devien- 
dra nulle ; ce qui donne 

^ = o, y=b-, 

pour les équations d’un point tel que Q , situé sur l’axe 
même des y. 

Enfin, si l’abscisse AP et l’ordonnée PM dcviennnent 
nulles en même temps, le point M coïncide avec le 
point A , origine des coordonnées , et l’on a 
*=o, y = o, 
pour les équations de cette origine. 

35. On voit, par cette discussion, qu’en supposant 
aux variables x et y toutes les valeurs positives pos- 
sibles, depuis zéro jusqu’à l’iniini,onpeut exprimer la 
position de tous les points placés dans l’angle TAX. 

Quant aux points compris dans les autres angles for- 
més par les axes , ils répondent aux valeurs négatives 
des variables x et y. 

Pour le démontrer , concevons qu’au lieu de prendre 
Ta pour axe des y, on prenne, dans le même plan , une 
autre ligne qui lui soit parallèle ; par exemple , la ligne 
1 A (fig. 6) , pour laquelle nous supposerons que la di- 
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stance AA.',àl’ancienaxe,estdonnéeetesprimée par A. 
Nommons x , les nouvelles abscisses comptées sur le 
même axe AX, mais à partir de la nouvelle origine A'. 
Cela posé , si nous considérons un point quelconque M 
situé dans l’angle Y'A'X , nous aurons 

AP = AA' + A'P, ou *=A + a:'; 

mais , sî nous considérons un point M' situé dans Tangle 
T'A'A , et que nous représentions encore son abscisse 
A'P' par la variable x\ en lui supposant toutefois une 
valeur quelconque , nous aurons 

AF = AA' — A'P', ou sf=A — 
d'où l’on volt que, si l’on veut rendre la même for- 
mule anal^'tique 

X = A -f- *' 

applicable à la fois aux points situés dans l’angle XA'Y'*, 
et aux points situés dans l’angle AA' Y', il faut regarder 
pour ceux-ci les valeurs de x' comme négatives; en sorte 
que le changement de signe réponde à leur changement 
de position par rapport à l’axe A'Y'. 

Pour confirmer cette conséquence , et faire voir en- 
core plus clairement comment la formule précédente 
peut lier les diflFérens points du plan, supposons que 
l’on considère d’abord un point situe sur l’axe A'Y' 
lui-méme : pour ce point x' sera nul , et la formule 

X = A -f- x' donnera x = A. 

Cest la valeur de l’abscisse AA' par rapport aux axes 
AX, AY. 

Mais si l’on veut que cette même équation convienne 
aussi aux points situés sur l’axe AY, considérons un 
quelconque d’entre eux; son abscisse x sera nulle , et la 
formule précédente donnera 

A -f- x' = O , ou x' = — A; 
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ce qui est cucorc la valeur de l’abscisse AA', eu la su|t- 
]K)saut rapjiortée à l’axe A'Y'. L’expression analytique 
de cette abscisse devient donc positive pour l’axe AY, et 
négative pour l’axe A'Y', quand on suppose les points 
du plan liés entre eux par l’équation 

X = A + a/. 

Ce résultat s’applique également aux valeurs néga- 
tives de X, et prouve qu’elles appartiennent aux points 
situés du cété de l’axe AY, opjiosé aux valeurs posi- 
tives; car, quel que soit celui de ces points que l’on 
considère , si on le représente par M", on pourra tou- 
jours mener un nouvel axe A'Y", qui se trouvera 
pbicé par rapport à l’axe AY, comme celui-ci l’était 
précédemment lui-même par rapport à l’axe A'Y'. 

En transportant l’axe AX parallèlement à lui-même , 
et fixant la nouvelle origine en A" (fig. 7); faisant 
AA' = B, et nommant y les nouvelles ordonnées 
comptées à partir de l’axe A"X", on aura 

J' = B +y 

pour les points situés dans l’angle YA'X*, 

et ^=:B— y 

pour ceux qui sont situés dans l’angle AA'X'; eu sorte 
que, pour comprendre les uns et les autres dans une 
nicine formule analytique, il faut regarder les valeurs 
négatives de y' comme correspondantes à des points 
situés du cùté de l’axe A'X' opjwsé auxy positives; et, 
comme cela s’apjilique également aux axes AX , AY, 011 
en doit conclure que les cbangemens de signe de la 
variable y répondent au cliangement de position des 
points de part ou d’autre de l’axe des abscisses. 

36. En réunissant ces résultats , on voit que les valeurs 
négatives des coordonnées doivent être prises en sens 
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iqcXÿtraire de lents Taleurs positives ; sans quoi, les 
Ulênaes foruHiles ue pourrajeut pas s’appliquer k tous 
les points du plan , et ne oqpipneBdralent que ceux qui 
seraient situés dans uu au^ des .axes. Hécipro- 
qucmeist, la conveoticm précédente étant établie, tous 
les points du plati, quelle que soit leur situatioa, sont 
«qnipris dans les mènes formules. 


On aura , d’après ce qui précède (fig. 4 ), 


dans l’angle YAX, 
dans l’angle YA«, 
dans l’an^ ^XÀy , 
dans Fan^ 


X positif et^ positif) 
X négatif y positif; 
X positif y négatif; 
X négatif I y négatif; 


par conséquent, les équations 

* = «» Y = *> 

qui déterminent la position d’nn point dans l’angle 
YAX, deviendront .successivement 

' xKx—n, _y = 4-é, 

*=4.a, y = — b, 

* = — o, y = — b, 

selon qne ce point passera dans un des angles YAc , 
XAy, vky. En supposant a et b queleonqqes, les deux 
premières pourront représenter toutes les autres. 

3^. Ea .Uaison que pm» veuonp ,de (découvrir entre 
les signes des variables jr et .y., et le^rs positions par 
rapport à leur origine commune , n’a pas lieu seule- 
ment lorsque leurs valeurs sont comptées sur des li- 
gnes droites ; çette liaison subsiste toutes les fois que 
l’on représente les valeurs d’une quantité .variable paf 
des longueurs comptées sur une ligne continue de 
forme quelconque , et à partir d’un même point. 

Soit , par exemple (lig. 8) , AB ab u«e oirconfércuce 
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do cercle dont ka est un diamètre, et dont le centre 
est au point C ; si l’on veut représenter les valeurs 
jwsitives d’une variable x par les arcs AM , AM' , 
comptés à partir du jwint A , et dans le sens AB < il 
faudra représenter les valeurs négatives de la même 
variable par des arcs km, km', comptés à partir 
du même point A, et dans le sens opposé au pre- 
mier , sans quoi ces arcs ne pourront pas être com- 
pris avec les précédens dans une même formule ana- 
lytique. 

En elTct * si l’on conçoit l’origine transportée en A', 
et qu’on représente par x' les valeurs des arcs, comp- 
tées «le ce point , on aura , en faisant kk'=a , 

x = a -i- x' 

pour les points situés au-delà du point A' , 



jH)ur les points situés entre le point A' et le' point A. 
Ainsi, pour que la même formule *= o -f- .v' con- 
vienne aux uns et aux autres, J1 faut regarder le 
changement de signe de x' comme répondant au chan- 
gement de position des arcs par rapjiort à la nou- 
velle origine. 

Avec cette convention , si l’on fait a:' = o, on aura 
x~n pour la valeur de l’arc AA' comptée à partir 
du point A , tandis qu’en faisant .v = o , on aura 

x' — a pour la valeur de ce même arc rapportée au 

point A'. 

Et comme ces raisonnemens sont applicables à l’o- 
rigine A aussi bien qu’à l’origine A' , on doit en , 
conclure que les arcs négatifs doivent être pris en 
sens contraire des arcs positifs , pour que les uns et 
les antres puissent être compris dans les valeurs suc- 
cessives d’une même variable x. 
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38. Les principes exposés clans les pcnragraplies précé- 
clcns étant appliqués , dans le cercle, aux sinus et aux 
cosinus , déterminent complètement la marclie et les 
rapports des signcsqu’il faut leur attribuer dans les dif- 
férens c{uadrans. Si des points MM', extrémités des arcs 
AM, AM',on mène lesdroitesMP , M'P', perpendiculaires 
au rayon CA , ces droites , étant situées du même côté de 
ce rayon et parallèles entre elles , devront être affoctécs 
du même signe , par exemple du signe+, car on peut les 
(xmsidérer <x>mme des ordonnées comptées à partir du 
point C , sur la ligne CB perpendiculaire à CA. 11 
en sera de même , par la même raison , de tous les 
sinus qui appartiennent à des arcs dont l’extrémité 
se termine sur un des points de la demi-cir<x>nfé- 
rence AB<c; mais une fois cette convention adoptée , 
tous les sinus des arcs dont l’extrémité se trouve sur 
l’autre moitié abA. de la circonférence, doivent être 
aflectés du signe négatif, car les droites rnp , m'p' , 
qui les représentent , pouvant se compter sur le 
rayon Ca , dans un sens directement contraire aux 
premières, doivent être marquées du signe opposé. 

Quant aux cosinus , pour le point A , ou l’arc est 
nul, il est égal au rayon CA ; et pour le point a , où 
l’arc est de 180 °, il est égal à Ca. Si donc nous le 
supposons positif dans le premier cas , il faudra le 
regarder comme négatif dans le second ; mais le 
choix est absolument libre , seulement U faut ob- 
server la même loi par rapport aux lignes situées 
de part et d’autre du point C sur la ligue ACa. 

Les signes des sinus et des cosinus étant déter- 
minés d’après les conventions précédentes , scion 
leur position dans les diOcrens quarts de cercle , 
ceux de toutes les autres lignes trigonométriques s’en 
déduisent, parce que ces lignes peuvent toujours être 
exprimées rationnellement, eo fonction des sinus et 
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des cosinus auxquels elles répomlesit , de sorte que l’on 

connaîtra leurs signes d’après eeux que prennent ces 

quantités. 

En effet, si l’on désigne par a l’arc ÂM (lig. 9, 10, 11,12), 
cet arc étant toujours compté dans un même sens, quel 
que soit le quadransdans lequel tombe son extrémitéM, 
les triang^ CMP, CAT, seront semblables , ainsi que 
CMQ , CM T' J de sorte qu’en nommant R le rayon CM 
du cercle sur lequel l’arc AM se compte , ils donneront 

Rsina 


! AT = tang a, 

A'T' = cot a , 

CT = séc a , 

CT =coséc a, 
AP = sin-v. a, 


tanga = 


cot a = 


sec a : 


coso ' 
R cosn 
sina * 

R» 


cos a 


R* 


coséca = 

sin a' 

sin-v.a= 1 — cosa. 


Maintenant , lorsque la valeur particulière qne l’on 
veut donner à l’inrc AM sera tixée , le sinus ainsi que 
le cosinus do cet arc seront connus , et l’on saura 
quds signes il lant leur attribuer , d’après le qua- 
drans dans lequel ils tombent. Alors en les substi- 
tuant dans les espressions précédentes, avec leur signe 
propre, on connaîtra celui que doit prendre cha- 
cune des lignes représentées par ces expressions. 
On volt ainsi que ces signes deviennent un résultat 
nécessaire des deux conventions précédemment faites 
snr celui que l’on veut attrÜMier , dans chaque qua- 
drans, au sinus et au oosiuus. Qaoique cet exemple 
nous ait un peu écartés de notoe dijet , j’ai cru 
voir le donner , parce qu’il ^doman^le des considéra- 
tions assez délicates, et q[u.'il- est très propre à faire 
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sentir eonuacnt ou doit raisonner dans tous les cas de 
cette nature. 

39 . On peut, à l’aide de ce qui précède, trouver 
analytiquement l’expression de la distance de deux 
points dont on connaît les coordonnées rectang1e.<A 

Soient (%. »3) , M', M^les points dont il s’agit i si l’on 
Dièae M'Q' parallèle à l’axe des x , et terminée aux 
coordonnées MT', M"?*, le triangle M'M'Q', rectangle 
en Qf , donnera 

M'M* = v/m'Q'“ + M" Q'“. . ■ 

Soient mainlcnantx', /, x’,y", les coordoiinécs AP' 
FM', iU»", M'Q' sera x"—x', et v'! 

Si donc on représente par D la distance cherchée J 
on aura ' 

i ' 

D = V/{x"~.T')»+(y'-y)V 

Si un des points , par exemple, celui dont les coor- 
données sont x' , y, était l’origine même des coordon- 
nées, on aurait 



cc qui donnerait ■ ■ < ' m 

f 

U D=V^i''-'4-y“. 


C’est l’expression de la distance d’un point quelconque 
à Porîgine des coordonnées. Il est aisé de s’en con- 
vaincre directement sur la figure i4, où M représente 
un point placé conformément à celte condition; car le 
triangle AMP rectangle en P , donne 


d’où 


AM = AP -f PM*= X” 4- y , 

D=V/F^‘. 
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4o. Reprenons maintenant en particulier chacune 
Hes deux équations x -=a, y=.b , qui fixent la posi- 
tion d‘un point sur un plan , a et A étant des quan- 
tités quelconques. 

La première , x = a , considérée comme si elle exi- 
stait seule, et prise dans son sens le plus étendu tant 
qu’on ne considère que deux dimensions , conyient à 
tous les points dont l’abscisse est égale à a. Or , si nous 
supposons { fig. 4 ) , AP = a , tous les points de la K- 
gne PM , prolongée indéfiniment dans les deux sens , 
satisferont à cette condition. L’équation x — a appar- 
tient donc à la ligne droite PM , parallèle à l’axe des y. 

Ou trouvera de même que l’équation y ~b ex- 
prime une propriété qui convient à tous les points 
de la ligne QM , menée par le point de l’axe des_y pour 
lequel ÂQ = é , et prolongée indéfiniment dans les deux 
sens, parallèlement à l’axe desx. 

Ainsi , en disant que le point M est déterminé par le 
système des ‘équations ' ' ‘ ' 

» • “ • I • < . ! 

x = a y = 6, ... , 

on écrit qu’il est donné par l’intersection de deux 
droites indéfinies menées parallèlement aux axes 
■ AX, AY; ce qui est la traduction littérale de la con- 
struction géométrique qui sert à le trouver. 

La ligne droite , représentée par l’équation x = a , 
sera située tout entière du cété des abscisses positives , 
si a est positif : au contraire, si a est négatif, elle se 
trouvera du côté des abscisses négatives ; si a est nul , 
elle coïncidera avec l’axe des y , dont l’équation est 
par conséquent , , , 

x~o. 

Il est visible, en effet, que cette propriété est com- 
mune à tous les points qui sont situés sm* cet axe, et 
qu’elle u’apparticut qu’à eux seuls.. 
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De même, suivant que b sera positif ou négatif, la 
ligne droite dont l’équation est y= b , sera située 
au-dessus ou au-dessous de l’axe des x ; et , si b est 
nul, elle coïncidera: avec cet axe, dont l’équation est 
par conséquent • ■ 

y = o.. 

Enfin , le point A , origine des coordonnées étant à 
la fois sur ces deux axes , sera défini par le système 
des deux équations ^ 

•* = 0 , y = o, _ 

comme nous l’avons trouvé précédemment. 

r4i.La méthode que nous avons employée pour ex- 
primer analytiquement la position d’un point, peut 
donc servir encore à désigner une suiUj,,de points si- 
tués sur une même ligne droite parallèle à un des 
axes des coordonnées. En généralisant 'ce résultat , on 
voit que, si tous les points d’une- ligi,»e quelconque , 
di’oite ou courlie , sont tels qu’il exisleila même rela- 
tiqn entre les ordonnées et les abscisses de chacun 
d’eux, l’équation, entre a: et y', qui exprimera cette 
relation , doit caractériser cette ligne.'Réciproquemcnt , 
l’éfjuation étant donnée, la nature de,' la courlx; s’en- 
.suit. Car, si l’on veut trouver ceux de scs points qui 
réj»ondent;à une abscisse déterininéc,,,il suffira de 
metUecette valeur pour x dans l’équation j.et celle-ci ne 
contenant plus alors que la seule inconpue.y^, fera, 
connaître les valeurs des coordonnées correspondan- 
tes, qu’il faudra placer, par rapport à l’axe des a , 
conformément aux signes dont elles sont aJÇçctées : de 
même , en se donnant l’équation , fera, .connaître 
les valeurs corresjxuidantes de jc. - • 

Une équation qui exprime ainsi la relation quonti 
entre elles les -abscjpses ol:,les ordonnées de chaque 
point d’une ligne , se nomme YêquaUofide cette lignes 
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et l’on dit que la ligne est continue ou discontinue ^ 
suivant que la même équation contient ou ne cetatient 
pas à tous les points dont elle est oi!«iposée. 

4n. Considérons, par exemple, une ligne droite AAf 
(fig. i5) , menée par l’origine des coordonnées / et fai- 
sant un angle • avec l’axe des 3b, l’angle YAX des deux 
axes étant égal à /3 : si d’un point quelconque M , 
pris sur celte droite, on mène l’ordonnée PM paral- 
lèle à l’axe des y , on aura toujours 

PM siuM - sin<i 

AP sin (j8 — <*) sin (A — «) 

et cette équation ayant lîeti' pour tous les pôiAts de 
' la droite AM , est l’équatioé de cette droite. 

Quoique nous l’ayons obtenue en considérant les 
points situés dons Faftgle YAX / elle ti’èù est p3» 
moins applicable aul points Âtnés dans les autres 
angles des axes , pourvu qu’on y change convena-' 
blement le signe des variables x et Si l’on j 
fait / par exemple , x négatif , pour avoir les points 
situés du cété des abscisses négatives, elle donnera ' 

xsin« 

c'est-à-dirt que, pour des points / y devient aussi né- 
gative, de sorte qu’ils sôtit situés au-dessous de l’axe 
deSjb , tandis que ceüX qui Sont Situés dans l’angle XAY 
sont aü-dessus du même axe : nonS supposons iei que 
sin <t est linequSnf ité positite/ et qüe • est moindre queiS. 

Cette Valeur de a est la même pour tous les points 
de la même droite ÂM , mais elle Varie d’une droite 
à une autre : examinons leS eiroonstatices qtti r^ui-* 
tenl dë Oéfte vàriaiion. 

A mesure que • diminué , la droite s^indine vers 
l’axe des abscisses , avec lequel elle së cOâfbbd lors- 
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que « == O : ansëi cettC' supposition donne-t-eBe_y — o 
pour son équation. En partant de cette position, à 
mesure que « augmenté , la droite se rapproche de l’axe 
desy , et elle coïncide avec Cet axe quand ^ aussi, 
dans ce cas, sin (/â — «) devenant nul , l’équation , 
dégagée de ce dénominateur, réduit à as = o. L’angle « 
continuant à augmenter , (/3 — et) devient une quan- 
tité négative; alors sin (3 — «) est négatif et égal à 
— sin (et — /S) , et réqualion de la droite devient 

. I . 11 , . f ^ L . ^ si n « _ , 

■: ■ ^.~7. sin{» — fi)' 

ellé se trouvé alors placée dans la situation AM', et 
c*èSt ce que l’équatiOn- précédente otmfirme ; car tant 
<pie db est positif, elle donne y négatif y et l’ort ne 
peut avoir y positif qu’en prenant x négatif : ce 
qui indique que la droite rc^e au-dessous de l’axe 
des X du côté des ahsSisses positives , et ne passe au- 
dessus de cet axe que du cété des abscisses négatives. 
" liorsquéM devient égàl & î8o“,la droite se confond 
de nouveau avéc l’axé des x; c’est cé'qûe la formule 
indiqiïej car on à aloré siU é^o, ce qüi dônney — O 

pour l’équatioii de la droite. i 

Enfin, a devenant plus grand que iào°, sin e est 
négatif ,' aussi bleh que éin (/S — «) , et l’équation de 
la droite redevient, comme précédemment, 

ain a. 

•' sin (/J— 

sitives ! en effet; la droite se trouve alora<! placée 
, dané la sitnatioh M”AM; etÿConame elle est indé&iie, 
elle se trouve rentrer aussi dans le premier quadrans 
XAY. A partir de ce termeytlle reprend suocessiventent 
dans les autres quadransles positions qn’dle occupait. 


reprend alors des valeurs po- 


Le ooefSeient 


sin 


sin (/Si 
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On voit , par ccttc discossion que la formule , 

sin tt . 

^ * sin (/3 — «) 

est applicable à toutes les droites qui passent par l’ori- 
gine des coordonnéeâ. , . 

43. Considérons maintenant une droite A'M'(Rg. ifi), 
qui fasse, ainsi que la précédente, Fangle • avec Faxe 
des abscisses, mais qui ne passe plus par l’origine des 
coordonnées : et , comme elle ne serait pas déterminée 
par son inclinaison seule, supposons, de plus, qu’elle 
coupe l’axe des y dans un point A' , tel que AA', soit, 
une quantité donnée i : si on lui mène , par l’origine 
des coordonnées, une parallèle AN,dontl’^uation sera, 


y-x 


sin<( 


sin (/8 — <t) * 


la valeur de l’ordonnée PM composera , pour uii' 
point quelconque, de la partie MN , qui est égale^ 
à AA' ou, à i, et de l’ordonnée PN , dont la valeur 

* * En réunissant ces deux quantités , on: 


est 


sin (j3 — <t)’ „ 

aura l’expression de^l’ordonnée FM ou _y de la difoitc^ 
projwsée, qui, sera i a.l.v; . 


y=r 


sin {fi — et) 




n. I. 


C’est l’équation la plus générale d’une ligné dfoilê , 
quand onme considère que' deux dimensions^ et .elle 
renferme deux. indéterminées.at et’fr, pai:oe qu’il faut 

deux conditions pour particulariseï»- la droite. , • ' 

Il est facile de reconnaître ».par la forme même de 
cette équaition , que tous les ■points auxquels elle appar- 
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tient sont situés sur une ligne droite, car on en tire 

y — b sin« 

X sin {fi — et) 


Si l’on regarde le point M comme un quelconque 
de ceux qui satisfont à cette équation , et que , par le 
point A', pour lequel ÂA' —b, on mène une parallèle 
A'Q à l’axe des x , QM sera y — b , A'Q sera ^al à x j 
et , puisque par la nature de l’équation le rapport de 
y — 6 à X est constant , on aura 

etc 

A'Q A'Q'’ ’ 


et ainsi de suite pour tous les points M , M', qui vé- 
rifieront l’équation proposée ; d’où il suit que les 
triangles A'MQ, A'M'Q' , etc. , sont semblables , et 
par conséquent tous ces points sont en ligne droite. 

On peut retrouver de même toutes les autres 
circonstances relatives à cette ligne ; car , d’abord , 

le. rapport constant étant ^al à v , 

" AQ ° sin(/8 — et)' 

si ce rapport est donné, comme fi est aussi donné , on cii 

tirera la valeur de « , ou M A'Q ; de plus , quand x — O, 

l’équation donne y —b, et par conséquent A'A = b. 

On a donc un point de la droite , et l’angle qu’elle fait 

avec l’axe des x : on pourra donc la construire d’après 

ces données. - ' ” 

Si l’on veut connaître le point ou elle coupe l’axe 

des X, il faudra supposer jr nulle; cè qui a lieu pour 

tous les points’ situés sur cet axe. Cette supposition 

donne • ' 


X 


sin {fi — a) 
0 ■ • 
stn « 


et l’on voit, par le signe de cette valeur, que, si a est 
moindre que fi , b étant positif, la droite coupera l’axe 
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«les X «lu (»}té des abscisses négatives; ce qu’il était d’ail- 
leurs facile de prévoir. 

En supposant x négatif et plus grand «pie la valeur 
précédente, on aura les ordonnées de la droite au-dclii 
du pointB; et ces valeurs seront négatives, pareequ’eUe 
passe alors au-dessons de Vaxe des abscisses. ' > 

Ainsi, non-senlement l’équation . > . • 


y— 


X sin a 
sin (/à — a) 


+ b 


appartient k tous les points d’une ligne droite, qui fait , 
avet: l’axe des jr , un angle a , et qui rencontre l’axe 
des y à une distance b de l’origine; mais cette équation 
suffit pour caractériser la ligne droite dont il s’agit, 
et trouver sa position par rapport aux axes des «coor- 
données. 

44. Cette propriété des formules analytiques, de pou- 
voir s’appliquer aux lignes dans toute leur étendue 
résulte, ccnnmc nous l’avons dit plus haut, de la liaisooi 
qui existe entre les cbangemens de signe des variables 
2 et J, et les changeniens de position des lignes qv’elles 
représentent, par rapport à l’origine. 

45. Les var iablçs x et y ne se trouvent qu’au premier, 
degré dans cette équation, et n’y sont pas multipliées 
entre elles. D’après cette considération, on Noiiïmq 
linéaire tonte équation «le cette forme , quelque nombre 
de varliibles qu’elle renferme. 

46. J usqu’ ici , nous avons supposé que l’angle jS , formé 
par les axes des coordonnées, était quelconque : le plus 
souvent on prend cot angle droit (llg. 17 ); et on lui domiq 
cette valeur, parce qu’elle contribue à siiuplillcr les 
calculs : on a alors 


sin (iS — « ««) = sin (90® — <«) = cos «, 
et l’équatiop de la droite devient 

y = * tang « -1- 5, 
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■comme il est facile de le •vérifier à posteriori, en <dwer- 
vant que, par la naturede la ligne droite , la relation 

y — * 

•i tang «, 

X 

est toujours satisfaite, qnel que soit celui de ses points 
que Fon considère. 

En représentant, pour plus de simplicité, tang « par 
une seule lettre a , nous aurmis ainsi 

s 

y z=: ax + b 

pour l’équation de la ligne droite, lorsque les coordon- 
nées sont rectangulaires. Sous cette forme, a représen- 
tera la tangente trigonométri^ie de Fangle que fait la 
droite avec l’axe des x, et b représentera la distance de 
l’origine au pmnt où elle coupe l’axe des on, ce qui 
revient au même , ce sera la valeur de l’ordonnée cor- 
respondante à X = O. 

4y. Tant qne a et é sont tndéterminés, la situation 
de la ligne n’est pas connue, et l’on sait seulement que 
scs points sont en ligne droite; mais si ces valeurs sont 
données, ou si l’on a des eomlitions qui les déterminent, 
on en déduit la position de la droite, puisque l’on con- 
naît on de ses points sur l’axe des jr, et l’angle qu’elle 
forme avec l’axe des x. 

La recherciLe des coefiiciens a et fi, d’aptrès des con- 
ditions données, produit les questions suivantes, dont 
il importe de retenir les solutions , parce qu’elles 
servent dans presque tous les cas où l’on applique le 
calcul ù la Géométrie. 

48. Trouver l’équation d’une ligne droite qui passe 
par deux points donnés. 

Soient X, y, x',y", les coordonnées de ces points; 
la ligne clicrchée devant 'être droite, son éf^uation sera 
de la forme i i 

y=ax + b, ■■ 

a et b étant encore inconnus. 
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Pour qu’elle passe par le poiut dont les coordonnées 
sont x',y',. il faut que son équation soit satisfaite 
quand on y met x' pour x, et y' pourj; ce qui exige 
qu’on ait 

y=ax' + b. 

Pour qu’elle passe par le point dont les coordonnées 
sont y", il faudra de même que 

/ = ax*+i. 

Ces deux équations feront connaître a et b. En substi- 
tuant leurs valeurs dans l’équation de la droite, elle 
sera déterminée. 

L’élimination peut se faire très simplement, en re- 
tranchant la seconde équation de la première, et la 
troisième de la seconde; car on a par ce moyen , 


^ — y = «(x — a:'), 

y— y = a(x' — x'); 

d’oà l’on tire 


y 


—y 



£. 


(x — x'), 



La première de ces équations est celle de la droite 
cherchée, et la seconde détermine l’angle qu’elle fait 
avec l’axe des x. Il est aisé de vérifier à posteriori, 
que les conditions demandées se trouvent ainsi satis- 
faites, car X = x' donne et x" donne 

y=y'’ 

Si y'— y" — O, on a a =3 O, 

et il vient y =y"’, ■ . 

c’est-à-dire qu’alors la droite devient parallèle à l’axe 
des x; et cela doit être en effet, puisqu’elle passe par les 
extrémités de deux ordonnées égales. 


Digitized by Google 


coNsiDéitis stm un plan. 


95 


Si x' — x" = O, on a - = O, et il vient x = x"; 

c’est-à-dire qu’alors la droite fait un angle droit avec 
l’axe des abscisses , et devient par conséquent parallèle 
à l’axe des ce qu’il était facile de prévoir. 

Il est visible que la méthode dont nous venons de 
faire usage peut encore être, employée pour faire passer 
une ligne droite par deux points donnés , dans le cas où 
les coordonnées ne seraient pas rectangulaires. 

4q. Trouver les conditions nécessaires pour qu’une 
droite soit parallèle à une autre. 

Soit ^ =s «X -f- é ^ 

l’écjuation de la droite donnée; a et & seront connut 
Celle de la droite cherchée sera de la forme 


a' et b' étant inconnus. 

Pour que ces droites soient parallèles, il faut qu’elles 
fas%ut le mém^angle avec l’axe des x; ce qui donne 

' fl o == o', 

..•.aqa,. iux,. ■ 


î>'rt 


et Féquation de la paraUëlè devient 

J* - 

Y=z ax-i-l/’. / 

b' reste encore indéterminé , parce qu’il y a une infinité 
de droites qui sont parallèles à la ligne donnée. ' 

Mais si l’on veut que cette parallèle passe par un 
point donné, et dont les coordonnées soient x', y, 
faudrâ’ qu’on ait , ' 

^ y =ax +0, V ‘ • 

f i , i- V 


•V .1; 


Cette équation fait connaître à’; en la combinant 
avec la précédente, il vient 1 • ' • 

! / '_/! ( .hmaco huit' 

, y — y ■=sa{x*^x) 
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pour Pé<]uation ia parallèle menée par le point donné 
à la droite donnée. 

5o. Trouver l’angle de deux droites dont les équa- 
tions sont données- 


Soit_y = ax -f- é l’équation de la première droite, 
y = ax -f- U celle de la seconde. 

La première droite £ait avec Taxe des x un angle • , 
dont la tangente trigonométrique est a, La seconde 
droite fait avec le même «xe un angle dont la tan- 
gente est a'. L’angle cherché est donc * or, on a, 
par les formules trigopométriques , 

r’ 

^ ï •+■ tang 4 
En nommant donc V Papgle des deux droites, on aura 



tang o 

tango 


tangV = 


a' a 
l oo'" 


SI elles sont parallèles, Fangle y est nul, et tang V=o, 
ce qui donne a' = n, comme nous avons déjà vu. 

Si elles sont peirpendiculaires l’uncà l’aptre, l’angleV 
est droit, et sa ootangentc est nulle : l’expression de 

1 -f- aa 


cette cotangente est, en général , ; = , 

tangV 

pour qu’elle soit nulle^ il faut qu’on ait 
«a'‘4*t=:!0. 


C’est la condition nécessaire pour que deux droites 
soient perpendiculaires l’une à l’autre; et si l’une des 
quantités a , a', est connue, l’autre sera déterminée par 
cette cquatiop. 

5i . Trouver les points d’iuteraeetijan de deux droites, 
dont on connaît les équations. 
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coNsinini* sim un plan. 

Soit_y — ar -f- b l’équation de la première, 
y = a'x -f- i' celle de la seconde. 


Le point d’intersection devant se trouver à la fois sur 
les deux droites, ses coordonnées doivent satisfaire à la 
fois à leurs deux équations : donc , si l’on considère ces 
deux équations comme ayant lieu en même temps , leur 
combinaison donnera les valeurs de x et ^ , qui con- 
viennent au point dont il s’agit. On trouve ainsi, par 
l’élimination , 


X 


(b -b') 
“ » 



Quand a = a', ces valeurs deviennent infinies, c’est-à- 
dire qu’alors il n’y a plus de point d’intersection, ou , 
en d’autres termes, qu’il est infiniment éloigné; mais 
aussi , dans ce cas, les droites sont parallèles. 

La méthode que nous venons d’employer est géné- 
rale, et peut servir à déterminer les points d’inter- 
section de deux lignes courbes quelconques, situées 
dans un même plan , quand on connaît leurs équations, 
car , CCS points devant se trouver h la fois sur les deux 
courbes , leurs coordonnées doivent satisfaire en même 
temps aux équations de l’une et de l’autre; ainsi, en 
condiinant ces deux équations, les valeurs que l’on ob- 
tiendra pour J' et pour x seront les coordonnées des 
points d’intersection. 

Il faut donner beaucoup d’attention au principe 
que nous indiquons ici , et qui consiste à combiner 
analytiquement plusieurs équations , pour en déduire 
le résultat commun qui satisfait à leur ensemble. 

Elimination j considérée socs ce point de vue , 
renferme presque tout le secret de l’application de 
l’Algèbre à la Géométrie , et j’aurai soin d’en faire 
remarquer les effets à mesure qu’ils se présenteront. 

5a. Mener par un point donné une perpendicoTr 

7 


DES rOLNTS ET DE LA LIGNÉ DflOlTE 

laire à une droite donnée, et trouver la longueur de 
la portion de celte perpendiculaire comprise entre 
le point et la droite. 

Soit y ~ ax + b l’équation de la droite donnée , 
x' , y ) J les coordonnées du point donné. 

‘ La perpendiculaire étant une ligne droite, et de- 
vant passer par ce point , son ^ équation sera de cette 
forme : 

y—y' = a'{x — x''). 

Ïj» condition d’étre perpendiculaire donnera 

aa'-\~ i=:o, d’pu a'= — 

et l’on aura par conséquent * 

C’est l’équation de la perpendiculaire menée par le 
point donné à la droite donnée. 

Pour le point d’intersection de ces deux droites, 
leurs équations devront avoir lieu 'en même temps : 
ainsi , en représentant les coordonnées de ce point 
par x", y“, on aura , pour les déterminer , 

y’ =ax"-ir b. 




Pour faire l’élimination avec plus de facilité , on 
mettra la première de ces deux équations sous la 
forme ’ 


y" — y = a(x" — x') -f- i -f- ax' — y-. 


ci, en la combinant avec la suivante, on en tirera 


x" — xf— 


( y — ax ' — è)a 


y-y 


(y' — ax — b) _ 
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a,h , X , y', étant, d0« qnautilés connues,, lés^ coor- ^ 

données x’y" du point d’intersection sé tronVènt ainai 
déterminées. • I ' .‘(.'i ' ' 

53 . Cliercbons maintenant la longuèur de la portion 
de perpendiculaire comprise entre le’ point et Ja 
droite donnée ; l’expression de cette longueur est . 

V/(x" — ar')“ + (/—/)*. I 

En la représentant par P et 'mettant pdur'x* x ' ' 

ct_y" — leurs valeurs , il vient 

p_ y— ^ 

. <•.*»'» 

pour la longueur de la perpendiculaire eh erchée. 

A l’aide de ce qni précède, on peut résoudre 
toutes les questions qui ne dépendent que de la ligne 
droite , et qui sont relatives à des points situés dans 
un même plan. Nous allons maintenant • étendre fces 
résultats au cas général où l’on ne fait abstraction 
d’aucune des dimensions de l’espace. ‘ 

I 

Des Points et de la Ligne droite considérés 
en trois dimensions ou dans ^espace. 

si» *■ 

54. Nous avons dît 'qn’un point dé i’espajèe est dé- 
terminé de position lorsque l’on connaît les lon- 
gueurs et les directions de 'trois droites menées de 
ce point parallèlement à trois plans , et terminées à 
ces plans. Pour plus de simplicité , nous supposerons 
ceux-ci rectangulaires; alors , si on les représente 
par YAX, XAZ et ZAY, et qu’on sache qù’nn point M 
est placé à une distance MM' du premier , MM* du 
second , et MM* du troisième , fig. 18 , il suit de la 
propriété qu’ont les deux plans parallèles d’être ég.a- 


•Digitized by Cooglc 



lOO sfis FOINtS vt DE DA LISNE DnorTÏ 

lement éloignés l’un de l’autre dans tous leurs points ; 
que , si l’on mène *ux distances données trois plans 
M'MM", M*MM', M*MM', respeAîvement parallèles 
aux précédens , le point M sC trouvera à leur ren- 
contre mutuelle. 

Les plans rectangulaires YAX > XAZ , ZAY ^ aux- 
quels on rapporte les points de l’espaCe , se nom- 
ment les plan» coordonnés : ils se coupent deux à 
deux , suivant trois droites , AX , AY , AZ , passant 
toutes trois par le point A , et perpendiculaires entre 
elles. 

D’après les propriétés des plans parallèles , la di- 
stance MM' du point M au plan YAX, distance que 
nous avons figurée dans l’espace , peut se mesurer sur 
la ligne AZ, et die est égale à AR. 

De même , la distance MM* peut se mesurer sur la 
ligne AY, et elle est égale à AQ. 

Enfin, la distance MM" peut se mesurer sur la 
ligne AX, et elle est égale à AP; on volt qu’il en se- 
rait de même pour tout autre point de l’espace.j 

Les droites AZ, AY, AX, sur lesquelles nous comp- 
terons désormais les distances respectives des points 
de l’espace aux plans YAX, XAZ, ZAY, se nom- 
ment les axe» des coordonnées j dont le point A est 
l’origine. Nous représenterons en général par x les 
distances qui se comptent sur la dernière , qui sera 
l’axe des x ; nous désignerons par y celles qui se 
comptent sur la ligne AY , qui sera 1 aXe des , et 
nous désignerons par * cdles qui se comptent sur 
l’axe AZ , qui sera l’axe des z. 

Si donc, ayant mesuré les trois distances AP, AQ, 
AR , on les trouve égales à a , b , c , on aura , pour 
déterminer la position du point M, les trob équa- 
tions 

xrxa, a = c; 




/ 


) 
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et oomnie elles suflisent pour cet objet, kioHS lès nom^ 
merons les équatiotis du point M.‘ ‘ 

Les petaitioDS des points M* < M* , MT y que l’on ap- 
pelle les pro/actions du point M- sur les trois plans 
coordonnés, se trouvent déterminées par oes équa-^ 
tions, car on: en. tire- 

y^b, x=a 

pour les coordonnées du point M* , projèction du: 
point M sur le plan TAX ; 

. • t 

aE=:a, 2.=c 

pour les coordonnées du point (M*, projection du point 
H sur- le- plan .iftZ'; 

» = c, y = b 

pour les- coordonnées du point SIT', projection dû- 
point M' sur le plan ZAT. 

On voit , par la composition des équations précé- 
dentes , que deux de ces projections étant données , 
la troisième s’ensuit nécessairement. Dans la construc- 
tion géométrique, on les déduit facilëment les unes 
des autres 4 car M* et M", p.ir exemple, étant don- 
nées, on mènera M*Q et M"P, parallèles à AZ , puis- 
QM' et PM' respectivement parallèles aux lignes 
AX, AY ; M' sera la troisième projection du point Mv 
55 . 11 résulte de ce qui précède , que tous les points 
de l’espace étant rapportés à trois plans perpendicur 
laires entre eux , les points de chacun de ces plans 
se trouvent naturellement rapportés à deux droites 
perpendiculaires entre elles , qui sont les intersec ■ 
lions de ce plan avec les deux autres. 

Ainsi ^ désignant chaque plan par les coordonnées 
. qui lui sont propres , le plan YAX sera celui des x et 
àes y, le plan XAZ celui des x et s, et le plan ZAY 
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celui X ùous ferou^ désormais usage de ces 

(Iciiominations. \ 

-, Ceique- mouSiâTons dit plus haut sur l’ interpréta- 
tion qu’il faut donner aux 'ordonnées négatives, s’ap- 
plique aux axps AX, AYy-AZ;' et 'il s’ensuit que les 
signes des coordonnées •x,yy z,- feront connaître la 
situation de chaque point de part et d’autre des trois 
plans coordonnés. Il ne faut pas perdre de vue que 
ces plans sont; indéfiniment étendus , et que les droites 
AX , AY , AZ , sont indéfiniment prolongées de part 
et d’autre de leur origine commune. 

56. Reprenons maintenant en particulier chacune 
des trois équation^ , ' 



qui déterminent la position d’un point dans l’espace , 
a , l^c , étant qwloonques. 

I-a première , x — a , considérée comme si elle 
existait seule, convient à tous les points dont l’al>- 
scisse AP est ég^e à a. Elle appartient par consé- 
quent au plan MM'FM" , supposé indéfiniment étendu 
dans tous les sens; car tous les points de ce plan , 
qui est parallèle au plan ?iAY, satisfont à cette con- 
dition. De même, l’équation y — b convient à tous 
les points du plan MM"QM', mené par le point M, 
paraUclement au plan ZAX; et enfin l’équation z = t; 
convient à tous les points du plan MM"RM*, qui 
est mené par le point M parallèlement au plan 
XAY ; ces plans devant toujours être regardés comme 
indéfinis. 

Par conséquent, le système des trois équations 



signifie que le point auquel elles appartiennent est 
situé eu même temps sur trois plans parallèles aux 


- 1 . 
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plans coordonnas , et dont les distances a ceuï-ci soni 
représentées par a , b , c ; ce qui est la traduction dé 
la construction géométrique de lacjuelle nous somiûes 
partis. 

Lorsque ces distances deviennent nulles , les équation^ 
1 * ’ , 

* = _y = 0 , *=:0 

sont celles des plans ^ coordonnés eus-mêmes. La pre- 
mière appartient au plan des yz ; _^la seœnde , au 
plan des kz , et la troisième , au plan des xy ; leur 
ensemble a lieu pour' le 'point A , origine des coor- 
données , puisque ce point est leur commune inter- 
section. , , 

5 /. Au moyen de ce qui précède > il est facile d’éxf. 
primer la distance de deux, points dont oit connaît lee 
coordonnées , lig. 19 ; car soientM, M,, cesdeux poiiits'j 
dont les coordonnées seront x , y , z \ x' , y , z \ si, 
par le premier , on mène une ligne droite MQ pa- 
rallèle au plan desjcy , et terminée à l’ordonnée 
on aura 

5^ = qmVqw‘. ' 1 1 

QM, est égale à M',M, — M'M, ou à z ' — z\ QM égale 
M'M',.Si , par le point M', on mèncM'R parallèle à l’axe 
des X , M',R sera y' — _y; M'R sera x — jc, et l’on 
aura 

MÂÎ'*, = bFR V M'IÎ = (y^ —y'Y + (x — a/)*. 

En substituant ces valeurs , il Viendra ■ ' 

(y-— y)“^ 

Nommant donc D la distance eberebée , on aura 
D =: V/ (.v-/)‘ + (yr _y,')=-f- (z - 
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C’est l’e^Lpression de la distance de deux points quel- 
conques de l’espace. 

On peut remarquer , dans cette expression , que 
X — X, y' — y, Z — 2, sont les projections de la 
droite D sur les trois axes des x ,y , 2 j d’oü résulte 
ce théorème : Le carré d’une portion quelconque de 
ligne droite est égal à la somme dea carrés de ses pro- 
jections sur trois axes rectangulaires. 

Si le point m coïncide avec l’origine Â des coordon- 
nées, la formule précédente devient 

D=t//*+y-f-s*. 

C’est la distance d’un point quelconque de l’ëspace 
è l’origine des coordonnées , fig. ao : en effet , les 
triangles AMAT, AM'P, étant rectangles , l’un en 
l’autre en P , donnent 

. 1 • 

ÂM = MM*+ ÂM'*= MM* + M'P*-f- AP*= 2* -^y* + 2»,. 

comme nous venons de le trouver. 

On voit par œ résultat que le carré de la diagonale 
d’un parallélépipède rectangle est égal è la somme- 
des carrés de ses trois arêtes. 

Ce théorème, présenté d’une autre manière, donne 
une relation entre les cosinus des angles qu’une droite 
quelconque ÂM forme avec trois axes rectangulaires 
entre eux.. En effet, désignons ces trois angles par 
X , T , Z , selon la dénomination de l’axe auquel ils 
appartiennent , et nommons r la distance AM. Cela 
posé, dans le triangle AMM' rectangle en M', il est 
visible que l’angle AMM' est justement celui que 
nous avons désigné par Z ; de plus , MM' est égal 
à 2 , et AM est égal à r ; ou a donc , dans ce 
triangle, 

2 = P cos Z.. 
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En raisonnant de uicme pour les dcu\ antres, on 
aura 

y — T oos Y , 
x — r co s X , 

et cela est évident par la seule considération de la sy- . 
métrie de la figure. Ces trois équations étant élevées au 
carré et ajoutées. enscml)le , donnent < 

+ = r’{cos*X + cos“ Y + cos’ Z^; 

or , ou a par notre tliéorême 

par conséfjuent , il tant qu’on ait aussi- 


t cos’ X cos* Y + cos’ Z = 1 j; 

c’est-à-dire, que lorsqu’une ligne droite forme trois an- 
gles X , Y, Z, avec trois axes recUngulaires , la 
somme des carrés des cosinus de ces trois angles est 
toujours égale à l’unité. 

58. Maintenant que nous savons exprimer Imposition 
,des points dans Pespace, cherchons la relation qui 
doit exister entre les coordonnées d’une suite de points , 
pour qu’ils soient situés en ligne drSte. 

Pour cela, il suffit de remarquer que, si plusieurs 
points sont en ligne droite dans l’espace, leurs pro- 
jections sont aussi en ligne droite sur chacuji des plans 
coordonnés. 

Eu effet, la projection d’un point sur un plan est le 
pied de la perpendiculaire menée du point sur ce plan i 
si plusieurs points sont en ligne droite , cette droite est 
dans un même plan avec les perpendiculaires menées 
de ses points , et par conséquent les pieds de toutes ces 
perpendiculaires sont sur une même ligne droite- 
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Ce plan , qui contient toutes les perjiendiculaire* 
menées des divers points de la droite , se nomme plan 
projetant , et son intersection avec le plan coordonné 
est la projection de la droite. 

Une droite est déterminée, quand on connaît deux 
plans qui la contiennent j elle le sera quand on con- 
naîtra deux de ses plans projetans : or, ceux-ci sont 
déterminés quand on a les projections par lesquelles ils 
passent j ainsi , une droite est déterminée quand on 
connait ses projections sur detii des plans coordonnés. 
Par conséquent, les équations de, ces projections sur 
les plans des xz et des j'z étant 

x=z az-\- », y = 03 +^, 

leur ensemble fixe dans l’espace la position de la droite;, 
si elle passe par l’origine , « et /3 seront nuis. 

Ces considérations sont faciles à vérifier. En effet, 
l’équation _ , 

exprimant une i relation indépendante de _y, n’appar- 
tient pas seulement à la ligne droite, qui est la projec- 
tion de la proposée sur le plan des, * et 3 , elle eoiivient 
aussi à tous les points du plan mené perpendiculaire- 
ment à celui des x et z par cette projection , puisque , * 
pour ces points, lla relation des x et s est encore la 
même. 

Semblablement, l’équation 

y = 6z-i- fi, 

lorsqu’on la considère à part , a lieu , quelles que ^ient' 
les valeurs de -v, puisqu’elle est Indépendante de cette 
variable : elle n’appartient donc pas seulement à la pro- 
jection delà droite proposée sur le plan des ji et s, elle 
convient au plan projetant mené par cette projection. 

Par conséquent , le système des deux équations 
X = az + », y ■ — àz + fi 
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signifie que la droite proposée se trouve en même temps 
sur deux plans donnés, et voilà pourquoi leur ensemble 
détermine sa position. Oii voit aussi par là que les va- 
riables X, y, Z, de ces équations y 'expHin'eht les coor- 
données des points 'de ‘la droite, coordonnées qîri 
doivent avoir entre elles les relations déterminées 'par 
CCS équations. 

La droite étant ainsi particularisée, sa projection sur 
le troisième plan doit résulter de ces données. En effet, 
en éliminant z entre les deux équations précédentes , 
on, trouve ’ ' . ^ • ■ : 


X — et y — 18 
a .b * 


Oü 


y — fi 



*)• 


Les coordonnées a: et y , qui entrent'dans le résultat, 
appartiennent aux points de la ib'oite;’i elles indiquent 
le lieu où tomlient les perpendiculaires abaissées de ces 
points sur le plan des xy. La suite de ces coordonnées 
forme donc la projection de la droite y et la relation qui 
existe entre leurs valeurs montre que cette projection 
est elle-même une ligne droite, ou, ce qui revient au 
même, c’est l’équation du plan projetant perpendicu- 
laire au plan des xy. Il est visible que cette équation, 
avec une des précédentes , suffirait aussi pour caracté- 
riser la droite dans l’espace. 

Il suit de là qu’il faut , en général , deux équations 
pour fixer la position d’une droite dans l’espace, et ces 
deux équations sont celles des deux plans sur lesquels la 
droite se trouve. 

Lorsque a, b, tt, fi , sont connues, les équations 


x = az a, 
y = bz+ fi 

ne laissent qu’une des variables indéterminées; on peut 
donc alors se donner les valeurs de cette dernière , et les 
équations feront connaître les valeurs correspondantes 
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des «knix autres; ou. pourra donc obtenir les coordonnée» 
d'un nombre quelconque de points situés sur la droite. 

_ A ce procédé analytique répond une construction 
géométrique fort simple. Si l’on construit les deux 
projections de la droite sur ceux des plans coordonnés 
où elles se trouvent, ce qui est facile, ces projections 
tiendront lien de leurs équations ; alwa ,.en prenant à 
volonté une des ooordonnéeSj.eUes- feront connaitre-les 
deux autres. 

Soient, par exemple, A'M", A"M‘', ces deux pro- 
jections (lig. 21). Si l’on prend à volonté s — AR, que 
par le point R , on mène Rltf , RM", parallèles aux 
axes des- j; et des y, et que des points M*, M*,. on mène- 
les ordonnées M"P, M’Q, les lignes AP, AQ, seront les 
valeurs de r et de ^ correspondantes à s = AR: Alors si 
Von mène PM', QM', respectivement parallèles aux axes 
AY, AX, les points Bf , M*, M*, seront les trois pro- 
jections du point cbercbé sur les plans coordonnés. 

De même , si l’on donnait d’abord x — AP , on aurait 
ensuite 

b=PM', 

et, adievant la construction comme précédemment', on 
trouverait 

J' = AQ. 

La construction serait la même , si. l’on employait la. 
]irojection de la droite sur le plan des xy , avec une des 
deux précédentes. 

Lorsqu’une droite est située dans un des plans coor- 
donnés, sa projection sur les deux autres se confond 
avec les axes eux-mémes. Si , par exemple , elle se- 
trouve dans le plan des xz, on a 

L — o, fi = o, 
et ses équations deviendraient 

^ = o , X = -J- «. 
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la premirre exprime que la projection de la droite sur 
le plan YZ se confond avec l’axe des z, et la seconde 
représente sa projection sur le plan des xz , laquelle se 
confond dans ce cas avec la droite elle-même. 

La recherclie des coeiGciens a, b, «, /8, d’après des 
conditions données , et la combinaison des lignes droites 
qui enrésultent, donnent lieu, dans l’espace, à des ques- 
tions analogues à celles qui se sont présentées à nous 
en deux dimensions , et leur résolution n’est pas d’une 
moindre utilité : nous allons les discuter successi- 
vement. 

5g. Mais , auparavant , nous ferons une remarque im- 
portante; c’est que les procédés dont nous venons de 
faire usage, peuvent également servir à indiquer la 
succession des points d’une ligne courbe quelconque 
située d’une manière quelconque dans l’espace. En elTet , 
d satlit que l'on connaisse les projections de cette courbe 
sur deux des plans coordonnés, pour qu’elle soit déter- 
minée entièrement ; or , ces projections elles-mêmes 
sont des lignes courbes situées dans les plans coor- 
donnés. Ainsi , lorsque l’on connaîtra les équations de 
ces courbes, on pourra, pour chaque valeur donnée 
d’une des variables x, y ,z, trouver les valeurs corres- 
pondantes des deux autres; ce qui déterminera dans 
l’espace, sur la courbe proposée, le point qui répond à 
ces valeurs. La suite de ces points peut fort bien n’étre 
pas de nature à être contenue tout entière dans un 
plan ; et c’est ce caractère qui constitue les courbes que 
l’on appelle à double courbure. 

Et , de même que les projections d’une ligne droite 
sont les traces des deux plans projetons qui la con- 
tiennent et 'qui la donnent par leur intersection, les 
deux projections d’une ligne courbe quelconque sont 
les traces de deux surfaces cylindriques dont les 
arêtes sont perpendiculaires aux plans coordonnés , 
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et qui , se pénétrant mutuellement dans l’espace, (]on> 
nent la courbe projKxsée par leur intersection. La dé- 
nomination de surface cylindrique est prise ici dans 
un sens plus général que celui qu’on lui attribue pour 
l’ordinaire dans les Elémens de Géométrie , où on 
l’emploie pour désigner une surface engendrée par 
une ligne droite qui se meut parallèlement à elle- 
même, de manière à passer toujours par un des points 
d’une circonférence de cercle. Ce mouvement d’une 
droite parallèlement à elle-même est ce qui constitue 
en général les surfaces cylindriques; et c’est la nature 
des courbes directrices qui établit des différences entre 
ces surfaces. 

6o. Trouver les équations d'une ligne droite qui passe 
par deux points donnés. 

Soient x, y', a', x", y", x", les coordonnées de ces 
points , la ligne cherchée aura ses équations de cette 
forme , 

a' = as *4- « , 
y-bz + p-, -, "■ 

a, b, /3, étant encore incopnucs: pour qu’elle 
passe par les points dont les coordonnées sont x' , y ' , 
s', il faut que ces équations soient satisfaites, quand on 
y met x' pour x , y' pour y , z' pour z ; ce qui exige 
qu’on ait 

3 / =zai « , 
y'=bz' + p. 

) . 

Pour qu’elle passe par le point dont les coordonnées 
sont x", y", z’ , il faudra de même qu’on ait 

* If I 

X =: az + « y 
y''=bz’^p. 

Ces équations font connaître n . & , jS ;• et , en sub- 
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sdtuant leurs valeurs clans l’équation de la droite , elle 
se trouvera déterminée. 

En opérant sur ces équations comme sur celles de 
l’article 3o , on trouvera 


(x — x') = a (z — z') , 

Cy-y)=A(z-.'), 

d’où l’on tire 


/ f f ft\ 

X — X «), 

y_/ = ù 


z* z ’ 


Ces deux dernières sont les équations de la droite cher- 
cdiée ; les deux autres font connaître les angles que 
Ibnt avec l’axe des z ses projections sur lés plans des xz 
et des yz. Il est aisé de s’assurer que ces expressions 
renferment les conditions exigées. 

6i. Trouver les conditions nécessaires pour que 
deux droites soient parallèles dans l’espace. 


Soient x = az + » 
y = hz 
X = as -f- 
y = ù's + ^ 


I les équations de la première , 
I celles de la seconde. 


Si ces droites sont parallèles , leurs plans projetans 
seront parallèles , et les intersections de ces plans avec 
les plans ccwrdonnés, ou , ce qui est la même cliose , 
les projections des droites sur chacun d’eux , seront 
respectivement parallèles. Ainsi , pour que les œndi- 
tious demandées soient remplies, il faut qu’on ait 

a=a', i = 


et les équations de la parallèle deviennent 
x = aa + *‘> j>r=é8 + /8'c 
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«' et fi' restant encore indéterminées, parce qu’il j 
a une infinité de droites qui sont parallèles à la pro- 
posée. 

On peut vérifier ces résultats d’une manière fort 
simple. Si l’on détermine », <t , fi , fi', de manière que 
les deux parallèles passent par un même point, dont 
les coordonnées soient x, y , z , on trouvera qu’elles 
coïncideront dans toute leur étendue. 

6a. Trouver l’angle de deux, droites dont on a les 
équations. 


Soient x = az ~f~» ) , , . ,, 

> les équations de la première, 


y = l>z + fi 
x=az-^»' ) 
y=b'z+fi'i 


celles de la seconde. 


Nous remarquerons d’ahord qu’il n’en est pas dans 
l’espace comme sur un plan où deux droites se ren- 
contrent toujours , à moins qu’elles ne soient paral- 
lèles. Dans l’espace, deux droites peuvent se croiser 
sous différons angles sans se rencontrer , et leur in- 
clinaison se mesure , dans tous les cas , par celle de 
deux droites qui leur seraient respectivement paral- 
lèles , et qui passeraient par un même point. Menons 
donc , par l’origine , deux droites respectivement pa- 
rallèles à chacune des précédentes , leurs équations 
seront 


* I pour la première , 


^ I pour la seconde. 

Prenons sur la première un point quelconque , dont 
r soit la distance à l’origine , et dont nous désigne- 
rons par x' , y' , z' , les trois coordonnées rectangu- 
laires; prenons! aussi sur la seconde un autre point 
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■dont la distance à cette même origine soit r", et dont 
les coordonnées soient x", y“, z“. Enfin , nommons D 
la dist.anoe de ces deux points entre eux. Cela posé , 
dans le triangle formé par les trois droites r , r“ , 
et D , l’angle V compris entre les deux premières 
sera donné par la formule 



41 ne reste plus qu’à déterminer r , r" et D. 

Or , en désignant par X , Y , Z , les trois angles que 
la première droite forme avec les trois axes rectangu- 
laires des X , des y et des 2 , oti aura , comme dans le 
57 , 

i^ = /cosX, y'=r'c.osY, z' = /cosZ-, 

et en désignant par X' , Y Z' , les angles analogues 
pour la seconde droite , on aura de même 

x" = t" cos X', y* = r cos Y', z" = r* cds Z'. 

De plus , D étant la distance des deux points^ on a en 
général par le n® 57, 

ou bien 

D*=x'*-hy“-F2'*+x''“-f-y'''=-|-2'’>— a(xV-f-yry-f-aV)j 
et mettant pour les coordonnées rectangulaires leurs va- 
leurs en fonction des angles. 

D*=r ’{cos'’X-|-cos“Y-l- cosZ j -4-r"“{cos'“X'-t- cos” Y'-j- cos” Z'} 
— 2 r' r" J cos X cos X’-J- cos Y cos Y' -f- cos Z cos Z' j. 

Mais d’après la relation démontrée dans le n“ 57 
entre les cosinus des trois angles formés par une même 
droite avec trois axes rectangulaires, on a 

cos*X-f-cos”Y-f-cos”Z=:i , C 05 'X'-f-C 0 s”Y'-f-C 0 S’Z'=:l. 

8 
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yexpvession de D* simplifié, par ces relations de- 
viendra donc 


— — 2rV'(cosXcosX' cos Y çosY' -j- cos Z cos H 


alors en la sobstituant dans la valeur de cos Y, qui 
est 


cos V = 


D* 

Wr" . ’ 


la division par. r'r devient possible , et il reste 

cosV =icosXcosX'-4-oosYcosY'-|-cosZcosZ'; 

c’est l’expression dn oesinus de l’ançlft fçwé par les 
lieux droites. 

On pourrait encore parvenir à ce résultat , sans 
passer par les tbeorenies démontrés dans le n j re- 
lativement aux cosinus des trois angles; et cette se- 
conde manière y plus directe que la précédente j est en 
ni^e temps trop élégante pour ne pas la donner 
ici ; elle est fondée sur cette considération , que la 
valeur de cos V est indépendante de la position des 
points que nous choisirons sur les deux droites pour 
former notre triangle ; il suffit que ces points soient 
sur les droites données. Ainsi , l’équation 


cosV— ' ou P*— r /“-l-ar r"cosV=o, 


ar r 


doit être de nature à ce qu’on puisse y satifaire, 
quelles que soient les valeurs què l’on donne à #f' et 
à r", pourvu que soit exprimée en fonction do ces 
quantités. La condition de çette indépeudanoe détev- 
mine twt. de suite ÇOS V ; ç?Lr si l’on reprend l’ex- 
pression générale de D* en fonction dç '' et r", 
et qn’on la sulwtitue dans l’équation de condition précé- 
dente, celle-ci devient 
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}**-'^*{«>*<*X'+cos*-r+cos‘Z'— 1 J 

- (“sXcosX+cosTcasY'+cosZco8Z'^+SrVcosV=o> 
pui^ellc doitétre satisfaite, quellesque soient r'et r" 

ü faut que les termes affectés des différentes puissances’ 
de ces quanutés se détruisent séparément et indéZ! 
^mmen^les uns des autres. Ce^^i donnera dS 
pour les termes en r ^ et r"* , ’’ 

co s ‘ X + cos • T 4 . co s Z c= I , 

cos* X'4 cos * r-{- cos * Z'= I , 

^ ensuite en comparant les termes affectés de rV* - 
«»Y=a:cosXcosy-4cosYco3r + cosZcosZ‘. * 

s '4 j;’ “te: s'„îte r 

tro.vta le ». 5,. Mei. e„ ^ 

^3:.^ . n “ITim» C V n. foncli» de, 
de, dX ’ ‘ d.e. le. 

* = ÛS, x'r=«.'a, 

y~hz, y = b'z. 

Pour cela considérons le point qœ nous.ayons choisi 

sur la prem.ere, et dont nous avons représenté ll^ ' 

. coordonnées par a^, v' z'- W r.. j esentc tes 

^ ciz' ^ 

ot comme on a toujours pour h» distance r'. 
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ces trois équations donneront 

. ,, y/— ■ 

Or, on a en général 


co s X ~ , 

r 


i Y — ^ 

i I _ 


co s Z = — ; 
r 


on aura dpnc aussi 




cosZ 


cosX'= 


V'i+a'+é*’ 

En raisonnant de même sur les équations de la seconde 
droite , on en tirera également 

a' b' 


. COsY'=-— ====, COsZ'=— - • 

v/i+rt'“+ê'“ i-fa'*+é'» y/ 1+0 *+b » 


et ces valeurs étant substituées dans l’expression géné- 
rale de cos V , il viendra , 


cosV = 


1 + aa' + bb' 


+ a‘+ é* \/i + o'“ + é'* 


Cette valeur de cos V est réellement double, à 
cause du double signe que peut prendre chacun des deux 
radicaux 

- |/i + o*+é» , v/i + u‘ + ^ » 

P 

qui entrent dans les valeurs de cos X cos Y cos Z. . 
Ces doubles signes appartiennent l’un à l’angle aigu, 
l’autre à l’angle obtus que forment entre elles les 
deux droites que nous avons considérées. 

64. Les différentes suppositions que l’on peut faire 
sur l’angle V étant introduites dans l’expression gé- 
nérale de cos V , on obtiendra ainsi les conditions qui 
devront avoir lieu pour que cet angle soit tel qu’on 
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le suppose. Veut-on, par exemple, que les deux droites • 
soient pev[>endiculaires, il faudra faire V = 90“, cosV=o, 
et alors l’équation en cos V donnera 

1 -f" aa' -f- bb' =: o ; 1 

t 

c’est la relation nécessaire pour que deux droites soient 
perpendiculaires entre elles dans l’espace , ce qui peut 
d’ailleurs avoir lieu sans qu’elles se coupent , comme 
on le verra plus loin. 

Veut-on, au contraire, que les deux droites soient 
parallèles , il n’y a qu’à écrire que cos V ± i , ce 
qui donne 

^ 

~ V/ir+ a» + à“ + 

Faisant disparaître le dénominateur du second mem- 
bre, puis élevant les deux membres au carré , et 
développant , on peut mettre le résultat sous la 
forme 

[a! ~af -f- {U — b~Ÿ -f- (ab' —a by = o; 

or, la somme de trois carré# ne peut être nulle, si 
chacun de oes carrc.s n’est md en particulier. L’equa? 
tion à laquelle nous venons de parveni# ne peut donc 
être satisfaite qu’en faisant 

a = a, b = b', ab' = a'b. 

Les deux premières indiquent que les projections des. 
deux droites sur les plans des xz et des yz sont pa- 
rallèles entre elles. La trolsièine est luie conséquence 
des deux autres , et elle a lieu d’elle - meme quand, 
elles sont satisfaites , en sorte que tout se réduit à 
satisfaire aux deux premières conditions. 

65 . La valeur générale de cos V en a , a', b, b', peut 
se vérifier encore par celte con^dératioii , que si 
l’une des droites proposées vient à se confondre suc- 
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cessWement avec l’un des trois axes des x , des y ou 
des 3 , les valeurs correspondantes de cos V doipenl 
redevenir égales à cos X , cos T , cos Z , et c’est ce 
qu’il est aise de vérifier. 

^n effet , les équations de Taxe des s sont 
x = o, y=o, 

quelle que soit la valeur de 3 ; conséquenunent les équa- 
tions 

sr = a's, y — b'x, 

deviendront celles de l’axe de* s , sî l’on a 
a's = O , b' Z — O , 

sans attribuer à 3 de valeur particulière ; ce qui exige- 
que l’on ait 

o' = O , b' = O. 

Substituant ce» valeurs dans cos V, son expre^ion s^ 
réduit à 

cos V = = co»Z. 

V/ 1 + a» -f- Z.» 

De même, les équations de l’axe des x mnt 

yr=of 3 = 0 , 

Or, les équations d*une de Dos droites donnent 
X b'x 



Donc , pour que ^ et Z soient nuis , quel que soit x ^ il 
faut que l’on ait 


b' 



Maintenant, si l’on divise par ci les deux termes de là 
fraction qui représente cos V , elle devient 
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Faiasnt donc 
1 b' 

—7 = 0 , -j=o, ilvientco«V = 
a a 

on trouvera de même 

cosY = • 




:COsX , 


Et en effet, ees valeurs s’accordent avec celles que 
nous avons trouvées dans le numéro précédent. 

66. 11 est facile de vérifier directement ces résul- 
tats par une construction géométrique (fig. a?) ; car , si 
d’un point quelconque M', situé sur une droite ÂM 
qui passe par l’origine , on abaisse les perpendicu- 
laires MM', MM", MM*, sur leS trois plans coordon- 
nés, les triangles AMM', AMM", AMM", Seront rec- 
tangles , le premier en M', le second en M* , le troi- 
sième en M", et ils donneront 


7 MM' 
cosZ=-^--, 


cosY=^-^: 
AM ’ 


cosX = 


MM* 
AM * 


Or, MM', MM", MM*, sont resprctivement égaux h 
X , y , Z ; de plus , AM On a donc 

nn«Y= . 7 .,. . ,. ^ onsX=s — - — * . ■; 

Le point M étant sur la droite , scs coordonnées sont 
assujetties aux équations x = az , jr = éz. En vertu 
de cès relatldns , les variables x ^ y , z , disparaissent 
des formules précédentes , qui donnent ainsi 

cos Z = — 7 ===- , oosT= — —T— ^ T, oosX= — ■ ^ — • 

Ki-J-a“-fZr» Yi+a^-^-b' l/i4-o“-fé#’ 

valeurs alisoliiUient semldaldes à celles que nous avona 
trouvées plus liant. 
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Cj. 11 est visible que li;s angles Z, Y, X,' sont 
compléraens des angles MAM', MAM”, MAM", que fait 
la droite AM avec les plans eoordonnés ; on aura 
donc , en noiniuant ceux-ci U', U", ü", 


sinU'=: 


y/ 


sin U'= 


^ 1 è’ 


sin ü*= 


V/ 


Ce sont les. sinus des angles que forme une droite 
quelcontjue avec les plans des xy , des xz et des yz. 

68. Trouver les conditions nécessaires pour que 
deux droites se coupent dans l’espace; et, lorsque ces 
conditions sont remplies, trouver leur point d’inter- 
section. 

Soient a: = a* •+• <» , » ^ az -j- a, 

y=z6z + /3, y = l>'z-f-fi', 

les équations des droites données: si elles se coupent ^ 
les coordonnées du point d’intersection devront satis- 
faire aux équations de l’une et de l’autre. Ainsi , en 
nommant x' , y , z' , ces coordonnées , il faudra qu’on, 
ait en même temps 

t __ f I t f f t f 

X — az a , X z=a Z , 

y'~bz'-^P, y •=.b' z' + . 

Ces quatre équations étant plus que suffisantes pour 
déterminer les trois inconnues x' , y', z' , conduiront 
à une équation de condition entre les seules quan- 
tités a , b , a, fi-, a' , b' , « , fi', qui déterminent la po- 
sition des droites : en effet , en éliminant d’abord x' 
et y , on trouve 

[a— a) s'-f-a — z= o, {b—b')z -f- fi—fi'=o 
et ensuite, en éliminant 2', 

(a — a') (0-/3 ') (i— i')=o. 

C’est la condition nécessaire pour que les deux droites. 
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se coupent : si elle est remplie , il suffira de consi- 
dérer trois quelconques des équations précédentes , 
pour avoir les valeurs de x , y' , z' , qui seront 

, m — , fi' — fi , aa! — a a. , h fi' — b' fi 

2» — f OU 2» — j ,/ y ^ ““ ~ U *• 

a— a 6—6 a — a o^b 

Ces valeurs deviennent inPinies lorsque a-=x a' et 
b — b' -, alors l’équation de condition est vérifiée : 
ainsi les droites sc coupent, mais leur point d’intersec- 
tion est infiniment éloigné , et il est visible , en effet , 
que dans ce cas elles sont parallèles. 

L’équation de condition que nous venons de trouver 
dans cet article pour que deux droites se coupent dans 
l’espace , est différente de l’équation 


1 (id bb — O , 

trouvée dans le n° 64 pour exprimer que deux droites 
sont perpendiculaires l’une à l’aulre. La seconde de 
ces deux conditions peut donc être satisfaite indé- 
pendamment de la première ; et ainsi conmie nous l’a- 
vons annoncé dans le n® 64, deux droites peuvent 
être perpendiculaires entre elles dans l’espace sans so 
couper. 

A l’aide des formules précédentes on peut résoudre 
toutes les questions de Géométrie qui ne sont relatives 
qu’à la ligne droite. 

6g. La méthode que nous venons d’appliquer à l’Inter- 
section de deux lignes droites , servirait en général pour 
trouver les points d’intersection de deux courlxîs dont 
les projections seraient données; car ces points étant 
communs aux deux courbes , leurs coordonnées de- 
vraient satisfaire à la fols aux équations qui les re- 
présentent, c’est-à-dire aux équations de leurs pro- 
jections. Cette considération donnera généralement 
quatre équations entre les trois variables x , y' , z' ; 
c’sstrà-dirc une de plus qu’il n’en faut pour les dé- 
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terminer. Ainsi, ën éliminant «es VariedilcS, on ipar^ 
viendra à nne équation de condition ijni deVra être 
satisfaite pour que les deux courbes poissent se 
, couper , et cette équation exprimera les relations qui 
doivent exister pour cet objet entre lés ^antités cen- 
s tan tes qui déterminent la forme des deux courbes 
et leurs positions dans Pesj^cè. 

Quoique là méthode pëécédéhte soit éiàdteÿ elfe à 
besoin de quelquës développânetià. Elle donné bien la 
condition nécessaire pour qUè les deux coùibes se üéta- 
oontrent dans l’espàce; mais Où n’y a pas éü égard ai* 
nombre des points d’inieésection. IVons àlldiiS donner le 
moyen de le déterminer. 

Soient x = p(z), (a) 

les deux équations des projections de la première 
courbe, et 

x = ç'{z), 

oclles de la seconde : les caractéristiques 1> , ^ ^ 
4'') désignant des fonctions qnelconques de t : ceë 
quatre équations devront subsister en même temps 
pour les points d’intersection des deux courbes. Celtè 
considération donne d’abord 

(i) = (2)j 

en élbninant s entre les deux dernières , on aura l’é- 
quation de condition dont nous avons parlé. Pour 
bien comprendre l’usage de cette équation , il faut 
distinguer deux cas : i°. celui où , connaissant toutes 
les constantes qui entrent dans les équations des 
deux courbes , on demande de déterminer leurs points 
d’intersection; a®, celui où ces constantes étant ar- 
bitraires, on demande d’établir entre elles les rela- 
ticms nécessaires pour que les deux courbes aient 
un nombre de points d’intersection déterminé, o 
Dans le premier cas, les cfjualions de condition (i)^ 
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et (a) sortt cotnplètement connues , et les valeurs de 
tous leurs coefficiens sont données. On cherchera leut 
ÿlus grand commnn diviseur , et en l’égalant à zéro , 
on aura Une équation en z qui , par la résolution , fera 
connaître toutes les valeurs de z qui pourront être 
communes aux deux courbes. 

Ces valeun étant connues j on substituera successî- 
TBftient chacune d’elles dans les équations des deux, 
courbes données , et on les tésoueba par rapport aux 
TKriSbles * et 3’. Toutes les vsdeUrs réelles de ces Va- 
liables, qui seront les mêmes pour les deux courbes , 
indiqueront autant de points d’intersection réels ; et 
en répétant la même opération pour toutes les va- 
leurs de Z déduites des équations (1) et (2) par le 
moyen du plus grand commun diviseur , on aura tous 
les points d’intersection des deux courbes sans aucune 
exception. 

Si , an contraire , les constantes qui entrent dans 
les équations des deux courbes n’étàient pas données, 
il faudrait profiter de cette indétermination pour éta- 
blir entre les équations (1) et (2) un commun divi- 
seur de tel Ordre que l’on voudrait assigner. Si l’on 
ne peut disposer que d’une seule constante , on ne 
pourra établir ainsi qu’un diviseur commun du pre- 
mier degré; mais si PoU peut dispoær de deux ou 
de trois, ou d’un plus grand nombre de ces constan- 
tes , On pourra établir un diviseur commun d’un 
ordre progressivement plus élevé. Mais ces condi- 
tions , quoique indispensables à établir , ne suffiront 
pas encore pour assurer que le nombre d’intersections 
demandé existera réellement. Il faudra essayer sur 
les équations ainsi modifiées les valeurs de z données 
par le diviseur commun que l’on, aura établi , en dé- 
duire les valeurs de jc et de , et voir si clics sont 
les mêmes et réelles pour les deux courbes. 
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Pour représenter ces eonditions }>ar la Géométrie 
il faut considérer que les valeurs de z qui satisfont 
à l’équatiou (i), donnent les points qui peuvent être 
communs aux projections des deux courbes sur le 
plan des xz, ou plutôt elles font connaître les or- 
données Z qui leur appartiennent. L’équation (a) ex- 
prime une condition analogue pour les projections 
relatives au plan des yz. Mais cela ne suffit pas en- 
core pour que les deux dburlies se rencontrent dans, 
l’espace. Il faut que les points où les projections se 
rencontrent correspondent à ' un même point de l’es- 
pace , c’est-à-dire qu’ils se trouvent deux à deux suc 
un même plan projetant. 

Du Dlan. 

70. On a vu plus haut qu’une ligne courl» est ca- 
ractérisée lorsque l’on a une équation qui exprime la 
relation qui doit exister entre les abscisses et les or- 
données de cbacun de ses points : il en est de même 
des surfaces; leur nature est déterminée quand on a 
une équation entre les coordonnées x , y , z , des 
points qui leur appartiennent; car, en se donnant à 
volonté les valeurs de deux de ces variables, l’équa- 
tiou fera connaître la valeur de la troisième , et le 
point dont elles seront les coordonnées sera sur la 
surface , et non ailleurs. 

Si , p.ir exemple , on se domie des valeurs de x et 
de y , que nous représenterons par 

x=a, y = b, 

en prenant siu* les axes des z et des y ( fig. 1 8 
AP = a , AQ = ù , et menant les parallèles PM' , QM' , 
« ces axes , on déterminera le point M' , qui sera la pro- 
jection du point chCrciié sur le plan des .v, 3». L’équa- 
tion supjKJséc, entre x, y, z, donnera ensuite la valeur 
correspondante de z, c’csl-à-dirc la longueur de l’or- 
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donnée MM', ce qui aclièvera de délerminer la position 
du point M de la surface. 1! suit de là qu’une équation 
entre trois variables x , y, z, représente une surface, 
^de même qu’une équatiou entre deux variables repré- 
sente une ligne; et l’on dit que la surface est continue 
ou discontinue , suivant que toutes ses parties sont ou, 
ne sont pas assujetties à une meme équation. 

71 . Cela posé , eberebons la relation qui doit exister 
entre les coordonnées x , y , z , pour que cette sur- 
face soit un plan. 

La manière la plus simple de concevoir la généra- 
tion d’une surface plane , c’est de la regarder comme 
le lieu de toutes les perpendiculaires menées à une 
meme droite par un de ses points. Soient x',y', s', les 
coordonnées de ce point , on aura 

X — x' = a (z — 2 .') 1 , , . , , , . 

^ y J j I pour les équations de la droite. 

Celles d’une autre droite quelconque qui passera pai' 
le même point seront 

X ~ x' ~ a' (s ~ z ") , 

y —y =*' (2— a'); 


et si cette droite est perpendiculaire à la précédente 
■on aura (n“ 64 ) 

I -f- ac^ bh' o ; 

a' et V sont constantes pour une meme perpendiculaire ,' 
mais variables d’une perpendiculaire à* une autre. Si 
donc on met dans la dernière équation , pour ces quan- 
tités , leurs valeurs en x ,y , z, tirées des deux précé- 
dentes , le résultat n’indiquera plus laquelle des perpen- 
’ diculalres on a considérée ; il n’appartiendra par consé- 
quent à aucune d’elles en particulier , mais il exprimera 
une relation qui leur .convient à toutes : cette rela- 
tion sera donc celle qui doit exister entre les coordon- 
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nées (kl plan <]ul les contient. L’élimination donne 
z-Ti +a(x—x'y+ b(y—y') = o-, 
et œminc les quantités a , b , qui déterminent la posi- 
tion de la première droite , sont absolument arbitraires, 
ainsi que x',y' , z, cette équation peut servir à repré- 
senter un plan quelconque. 

En y faisant x=o, y = o, 
clic donne * == a' ax' -J- hy\ 

C’est la valeur de l’ordonnée AC du plan à l’origine 
(fig. a’i). En la représentant par c , l’équation du plan 
devient 

s -l~ a* -j- ^ — O = o, 

et l’on voit qu’elle est linéaire par rapport aux variables 
■t,y, a. Elle renferme trois coeJBciens oonstans et ar- 
bitraires, a, b, c, parce qu’il faut en général trois 
çonditions pour déterminer la position d’un plan dans 
l’espac». Si c = o , AC devient nul , et le plan passe 
pa,r Forigine des coordonnées. 

En faisanty^=: O, on aura rinterse<Aron CD du plan 
avec celui des xz (lig. a4) ; car c’est la propriété com- 
mune à tous les points qui y sont situés. 11 viendra ainsi 
y=zo, z-{-ax — c = o 

pour les équations de cette intersection : la première 
exprime que sa projection sur le plan des xy est l’axe 
des X lui-méme; et cela doit être ainsi, puisque cette 
intersection est tout entière dans le plan des xz. La tan- 
gente trigonométrique de l’angle que cette droite forme 
avec l’axe des ar, est représentée par — a (n° 46). 

En faisant de même x = o , on obtiendra l’intersec- 
tion CD' du plan avec celui des_ya, et ses équations 
seront 

x=z O, z + by — c = o. 

La tangente trigonométrique de l’angle que cette ligne 
forme avec Faxe des x , est représentée par — b. 


DIgItIzed b; 
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E-nfai , en faisant z æ n, on obtiendra ^intersection 
Diy du plan avec oehtl des xy , et elle aura pour équa~ 
.tiens 

2 = 0, ax-^l>y — c = o. 

Ces intersections se nomment aussi les traces du plan. 

Coj(^idéroua d’abord les deux premières : en y suppo- 
sant^ = o, x = O, elles don,nent tputes deux pour z la 
ipên^e valeur z—c. Qea droites passent donc toutes 
deux par uq même point C dç l'axe des ^ > l’ordonnée AÇ 
de. ce point, étant égale à c. 

' Les projections de la droite à laquelle le plan est per- 
pendiculaire , ont pour équations 
' X — X^ = rt(2 — z'), y —y = b[z — z). 

En les comparant avec celles des traces mises sous la 


^ 1 . ^ 

x = a -f -, 

a a 



on voit (n" 5 o ) qu’elles leur sont respectivement per- 
pendicqlaîres ; d’où il suit que, lorsqu’un plan est per- 
pendiculaire à une droite dans l'espace, les projections 
de la droite sont perpendiculaires aux traces du plan : 
c’est ce qu’il est iàcile de démontrer par la Géométrie. 
Car, si une droite çst perpendicu,l«âre à un plan, les 
plans projetans de cette droite sont perpendiculaires à 
ce plan et aux plans coordonnés : ils sont par conséquent 
perpendiculaires aux traces du plan proposé. Ces traces 
doivent donc être aussi perpendiculaires aux intersec- 
tions des plans projetans avec les plans coordonnés, 
c’est-à-dire aux projectipns de la droite. 

En faisant z= u daqs les équations des traces CD , CD', 
relatives aux plans des xz et des^z, elles donnent 

Z = O, y — ot, X pour la première; 



pour la seconde. 


z=o. 


X = O, 
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Ce sont les coordonnées des points D , D', où ces traces 
com>ent les axes des * et des y\ et ces coordonnées 
satisfont aux équations de la troisième trace DD', 
qui sont I 

z = o, ax-{-by — c=io, 

parce que cette trace passe par les points d’intersection 
des axes AX, AY, avec les deux autres traces. 

On peut aussi .parvenir à l’équation du plan , en le 
concevant engendré par le mouvement d’une des traces, 
qui glisse sur l’autre en restant parallèle à eUe-méme j 
pour cela, soient 

y=.Q, a + ax — c — o les équations de la trace CD 

sur le plan des xz, 

x=zo, a + ùy — c = O celles de la trace CD' sur le 

plan des_ya. 

C’est la forme la plus générale qu’elles puissent avoir,' 
puisqu’elles doivçnt se couper sur l’axe des a. Si la se- 
conde se meut parallèlement à elle-même , elle aura , 
dans une quelconque de ses positions EF, des équations 
de cette forme, 

x=tt, z-^-by — /8 = o, 

<e et /3 étant constantes pour la même position , et va- 
riables d’une position à l’autre. La première de ces deux 
équations indique que la droite reste toujours parallèle 
au plan desy'a ; la seconde , que sa projection sur ce plan 
est parallèle à la trace donnée. 

En faisant o, on aura le point E, où la trace, 
dans son monvement , rencontre le plan des x et * ; ses 
coordonnées seront 

X = « , 

Pour que ce point d’intersection se trouve sûr la 
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Irace CD, il faul qu'il y ait entre cès «ioof données la 
ïeiatioB 

Z + — - C = O 

exprimée par l’équation de cette trace; ce qui établit 
entre « et /8 la condition 

(8 + a« — c = o. 

Ainsi, dans toutes les positions de la droite généra- 
trice, il existe entre les coordonnées d’un qnelconque 
de ses points les équations suivantes : 

X^et, Z’^by — fiz=0, yS-f*®* — C=ro. 

-Si l’on élimine entre elles • et yS , on obtiendra un 
résultat indépendant de ces quantités, qui, convenant 
toujours aux points situés sur la droite génératrice, et 
n’étant plus particulier pour une de ses positions , ap- 
partiendra «U plan qu’elle décrit. Cette éUmination 
donne 

CSS O 

pour l’équation du plan; ce qui s’accorde avec ce que 
nous avons trouvé plus haut. 

72. On voit aussi, par cetté méthode , que l’équation 
du plan restera toujours du premier degré, pàr rapport 
aux variables x,y,z, lors même que ces variables re- 
présenteraient des coordonnées obliques; car , quelle 
que soit l’inclinaison des coordonnées, les équations des 
deux droites génératrices seront toujours du premier 
degré en X , ^ , a (n“ 45), et le raisonnement ]M>r lequel 
l’équation du plan se déduit des équations de ses traces 5 
est aussi le même dans tous les cas. 

73 . Les deux exemples précédens, quoique fort sim- 
ples, suffisent pour. faire concevoir comment on peut 
trouver en général l’équation d’une surface, lorsqu’on 
sait qu’elle peut être engendrée par une ligne courbe 
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qui gli^ fsur une autre ligne suivant des conditions 

données. ■ 

En effet, pour qu’une des deux oourl>es puisse être 
considérée comme mobile, il faut que sa position ne soit 
pas complètement déterminée. 11 est donc nécessaire 
qu’il entre dans son équation quelque constante arbi~ 
traire qui puisse prendre differentes valeurs relatives k 
ses différentes positions. Telles étaient, dans le pro- 
blème précédent, les quantités « et iS qui dépendaient 
de la position de la droite génératrice. 

Or , dans chaque position des deux courbsc, il existe 
Une équation de condition qui doit être satisfaite pour 
qu’elles puissent se rencontrer (n“ 69); et celle équa- 
tion indique les rapports qui doivent exister pour cet 
effet entre les quantités constantes qui déterminent' 
leurs positions respectives. Si on laisse subsister cetto 
équation de condition , et qu’on en chasse deux de ces 
quantités constantés par la substitution de leurs valeurs 
en fonction des variables x,y, z, tirées des équations 
des deux courbes, le résultat, dégagé de ces constantes , 
deviendra indépendant de la position particulière que 
l’on avait considérée d’abord : il appartiendra donc à 
tous les points de l’espace, dont les coordonnées x,y^ s , 
sont telles, qu’Qs se trouvent sur l’une ou l’autre des 
deux courl)es , lorsque ces courbes sont placées de ma- 
nière à pouvoir se rencontrer. 

Si les deux équations de la courbe mobile ne renfer- 
ment que deux constantes arbitraires , telles que l’étaient 
« etyS dans le problème précédent, l’équation de condi- 
tion , débarrassée de ces constantes par l’élimination , ne 
contiendra plus quelesvariablesx,^, z, et des quantités 
connues : elle représentera par con^quent une surface 
engendrée par la courbe mobile. , 

Mais si les deux équations de celte courbe contiennent 
])liis de deux constantes arbitraires , on ne pourra pas. 
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*11 gèiùral , les cliasser toutes à la fois dq l’équation cje 
condition : par conséquent, le résultat en x^y,z, don- 
nera jutant de surfaces différentes que l’oq pourra don- 
ner. de valeurs aux epu^ntes arbitraires qui n’ont 
pu être élimincesk 

Ainsi, dans ce cas , l’équation finale représentera une 
suite de surfaces, ou le Ihu solid* de tous les poiitts de 
l’espace qui peuvent se trouver sur la oourbq génératrice 
dans son mouvement. 

Cela serait arrivé, par exemple, dans le problème 
précédent, si les quantités a et b, qui déterminent la 
direction de la droite génératrice > eussent pu être quel- 
conques, au lieu de rester constamment les mémos. 
Alors la génératrice, au lieu de rester parallèle à elle- 
tuéme, aurait pu prendre toutes les directions possibles 
autour de chaque point de la droite fixe; et de là serait 
résulté, non pas une surface plane , mais un solide qui 
aurait compris tous les points de l’espace, et se serait 
étendu à l’infini dans tous les sens. 

Pour ne laisser aucune incertitude dans l’emploi dû 
CCS considérations générales, nous .allons en faire l’ap- 
plication particulière à la recherche des surfaces en- 
gendrées par le mouvement d’une ligue tlroite. 

Soient donc généralepient 

« =7 az -{- ce , 

_y ^ às -i- 

les équations d’une ligne droite quelconqne : tant que 
les quatre quantités a, b, yS, ne sont pas données , la jjosi- 
tion de la droite dans l’espace est absolument indéter- 
minée : on sait seulement que' tous les points qui la 
composent ont entre eux le rapport dé situation que la 
ligne droite exige. ■ • -z; 

«•-Si l?on établissait entre ces quantités une équation de 
condition à laquelle cUeçL dussent satisfaire, l’indéter- 
mination serait moindre Car, parmi toutes les droites 

9 - 
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possibles; il y en aurait déjà qui ne pourraient pas sa- 
tisfaire à cette condition. Si l’on se donnait ainsi deux 
équations de condition, l’indétermination deriendraît 
moindre encore. Cependant deux des quatre quantités 
a, l>,«, fi , resteraient encore arbitraires , et le lieu de 
toutes les droites qui rempliraient les conditions assignées 
formerait un solide. Ajoutons encore une condition de 
plus, il ne resterait plus qu’une des quatre quantités 
ti’arbitraire : le lieu des droites qui satisferaient à ces 
trois relations formerait une surface; enfin , avec quatre- 
équations de condition , les quatre su'bitraires se trou- 
veraient complètement déterminées , et il n’y aurait 
plus qu’un certain nombre fini et limité de droites qui 
satisferait au problème avec toutes ces restrictions. 

74. Afin de rendre les calculs symétriques , nous 
mettrons l’équation du plan sous cette forme : 

Ax -f- -|- Cs -f- D = o, 

qui ta’ est p.ns plus générale que la précédente, avec la- 
quelle elle coïncide lorsqu’elle est divisée par C : c’est 
l’équation complète du premier degré entre trois va- 
riables. 

y 5 . On peut reconnaître d posteriori, et d’après la 
nature de cette équation, qu’elle appartient à une sur- 
face plane ; car une ligne droite menée par deux points 
quelconques pris sur cette surface, coïncide avec elle 
dans toute son étendue. En effet, les équations de cette 
droite seront de la forme 


x==az + », , 

ys=bz -f yS. _ 

Soient x',y', a!, les coordonnées d’un des points qui 
y sont situés; ces coordonnées auront entre elles leà rela- 
tionsexpr imées par les équations précédentes ; o'est'à'dire 
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BSais, de plus^ si ce point se trouve aussi sur la surface 
. ^ui a pour équation , 

Ai + Bj' + C6 + D = o, 

il faudra que ces coordonnées satisfassent aussi à cette 
équation ; en sorte qu’on ait 

As' + B/ + Cx'4-D=o; 

~«u, rà nrêttant pour x ety' leurs valeurs as'+ », 

( Aa 4- B6 + C) s' + A* 4- B/8 + D = O. 

C’est l’équation de oootd^on nécessaire pour que la 
droite ait un point de commun avec la surface dont il 
s’agit. * 

Soient de même x‘',y, z", les coordonnées d'un autre 
point commun é la droite et à la surface; on en tirera 
encore la condition ‘ ' 

(Au 4 4* C) z" 4 ‘A* 4 ® O. 

Cette équation ne peut pas subsister en même temps 
que la précédente^ A moins qu’on n’ait séparément 

j -Ao 4 4 ^ 4 O* 

Ce sont donciàles'équationsde Condition nécessaires pour 
que la droite ait déux points communs avec la surface. 

Maintenant , si les valeurs des coeiTiciens a, b, a, fl, sont 
teUes que ces deux conditions soient satisfaites, tous les 
autres points de la droite lui seront aussi communs avec 
la surface; car, soient x",y", les coordonnées d’un 
quelconque de œs points; pour qu’il se trouve aussi sur 
la surface il sufiit qu’on ait 

(An 4 B6 4 Q a* 4 A41 4 B;â4 D = O. 

Or , cette équation est^ satisfaite d’elle-même en vertu 
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des deux précédentes , et par èonsétpient le point dont 
il s’agit est réellement commun k la surface et à la 
droite. , 

Ce résultat étant général, îl s’ensuit que toute droite 
qui aura deux points communs avec la surface dont 
l’équation est - 

Aar + Bj- + C* + D = o, 

coïncidera avec elle dans toute son étendue, et par 
conséquent, cette surface est plane. 

76. En faisant^ = O, on à ( 1 r " ) 


Ait Cfc — îtr érj i 


'•'! J'. 


c’est l’équation de la trace CD sur le plan des itx(figr.34). 
Si le plan proposé est perpem^culaire. au pbin 
cette trace devra être parallèle àj’axe des son équ^on 
sera par conséquent de la forme z == constante, qui 
exige que A soit nul j l’équation du plan devient alors 


By Ca >f- D = O, 

■ >■■■ m" 1 : , ■ i''') * 

et n’est plu» iqn’entre z 'et yiy ce qui s’aoeOrde avéO: çc 
que nous avons vu dans le 11“ 58, page 106, 

On trouverait (le même (Jiie", si le'plan proposé est 
perpendiculaire à.içe^ui, des.fz, on. doit ayoir .B^^ o,, 
])orce que sa tracq sim l^: plgprti^ devient parnUèlp 
à l’axe des^y. ^.insi „ -, ,f. , ; 


Ax 4-Ci+‘ï) =-b ■ •'» •’- 

est l’équation d’un plan perpendiculaire à <^ni des-xA, 
Entiii , pour que le plan soit perpendiculaire à éelot 
des xy, il faut qu’on ait C =s o', -ce'qUi doime pour son 

équation 

A.V "t» By D = O, 1 ' 

‘ * 

II est aisé de voir que ces différentes formes résultent 
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«îe ce qae les quantités ~~ ■pri ~~ yr, représentent les 

tangentes trigonométriques des angles que forment, avec 
les axes des x et des y les traces du plan proposé sur 
eeùxdes et des^'s.. i - i 

Nous nous proposerons , relativement au plan, une 
suite de questions analogues à celles que la ligue droite 
nous a présentées. 

77. Trouver les équations d^un plan qui passe par 
trois points donnés. .1 

Soient x', y', a', x'^ y", a", »*, y", s", les .coordon- 
nées de ces points, Téquation du plan cherché sera de 
nette forme 

.1, A* "^;By Ci ~f“ D — 05.. 


et puisque les points donnés doivent y être compris 
îl devra exister entre les coeBSclens A, B, 'Cj I) , les re- 
lations suivantes : 

I ‘ ** "'* . I 

I Ajc' By* .,{«iDr 3 :o, . , 

Ax" + iy'4.‘Ga*-f-Dt=o; ; : 

A.r* Bj-* + Cs*' 4 - D = O. ’ ■ " : • 

>• i,: . ' . i.j .< ' 

Ces trois équations, qui sent du premier de^c par riq'- 
}Kirt aux icoprdonnée^ des points proposés, dounieront 
\K>ur A ,. B , s G, des expressions de cette forme ,■>' 



. Àx= A'D, . 

• > îTi i.. 



c 




A', B', C'y étant fonctions de cés coordounées.'Ën sül)- 
stituant ces valeurs dans l’équation du plan -, ti diS|K(- 
raitra, et l’on aura r - • c m i 


A'x -1- B'_y a Z + 1=0, 


résultat qui satisfera aux conditions demandées. 
78. Trouver l’interseclion de deux plans. 
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Soieal 


Ax +By4-Ca +D-=o 
A'* + Bj/ + C'a+D'=o 


I les équations de ces plans; 


elles devront avoir lien en mémo temps pour l'es points 
qui sont , communs aux deux plans. On pourra dono 
déterminer ces points en combinant les deux équations 
précédentes. 

Si l’on; élimine entre elles une des variables, z par 
exemple , on trouve pour résultat 


(AC' — A'C) X + (BC'— BC) y + (DC'— lyC) = o. 

Celte équation étant du premier dégré, appartient àune 
ligne droite; or, la relation qu’elle exprime a lieu seu- 
lement entre 'lés coordonnées x et y des points situés, 
sur l’intersection commune des deux plans ; la droite 
qu’elle représente est donc la projection, de cette in- 
tersection sur le plan des xy. 

On prouvera de la même manière que, si l’on élir- 
mine_y ou x entre les équations des deux plans, le ré-- 
sultat appartiendra à la projection de l’intersection sur 
le plan des xz ou des ^s. , .i. 

79. Généralement, pour trouver les points d'inter- 
section de deux’ surfaces quelconques,.»! faudra- établir 
que leurs équations, qui sont en x,y,z, ont lieu' en 
même temps; et en éliminant entre elles ’x 6 a y ou 2, 
lc.s équatiçns que l’on obtiendra , et <pii .seront entra 
deux variables, seront cetlés de la' projection de l’in- 
. erseotion des deux surfaces sur les plans 'des ^'2,' des 
XZ ou des xy^ -, - =i,,' ;•> ^ • 

Si. l’on avait ainsi trois équations entre les trois vn-' 
viables x, y, z, et que ces équations dussent subsister 
en même temp.s , c’est-à-^ire être- satisfaites par des. 
valeurs simultanées de ces variables , >1 faudrait encore 
employer l’élimination pour les obtenir. Ces valeurs 
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seraient Jonc par là complètement Jétermînées ; et 
comme elles appartienJiaient à la fois aux trois équa- 
tions ou aux trois surfaces, elles représenteraient évi- 
demment les coordonnccs du point, ou des points, dans 
lesquels ces. surfaces se coupent. 

Tout ceci ii’est que la généralisation de ce que nous ' 
avons remarqué' plus liaut relativement à la combi- 
naison des formules analytiques qui doivent avoir lieu 
simultanément. Le résultat de l’élimination donne tout 
ce qui peut être commun aux formules que l’on a com- 
binées. ^ 

8o. Trouver les conditions nécessaires pour que deu^t 
plans soient parallèles entre eux^ ' _ . ’ 

Soient ' ' ' 

'Àx + By4-Cz+B=o, A'x + B'j'+C's-f D'=(ï 

les équations de ces plans; s’ils sont parallèles leurs 
intersections avec lés plans coordonnés seront respec- 
tivement parallèles : or, en. y faisant successivement 
X— O , y = o, z-=zo, pour ^avoir, les cquations.de 
ces. traces, on trouve, pour lep conditions demandées 

{““ 'ig). ; .. 

A__A' B _B' A_A' 

C—C" c — ‘ “ ''t 

et l’on voit que deux yielconques d’entre elles com^ 
portent la troisième- 

Ces conditions auraient pu se déduire directement , 
et d’une manière plus élégante , de la condition trouvée 
plus baut ( n® 78 ), entre les équations de deux pttna 
qui se coupent. Nous avons vu alors qu’en éüminairti» 
entre elles, on trouve 

(AC'— A'C) * 4- (BC'~ B'C)j''+ (DC'— ’irC) = o| 

cette équAion, qui repréwnte une ligna droite, appar- 
tient à l’intersection des deux plans.. Elle représente s» 
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projection ïnr le plan des xy. Si les deux plans sont pa~^ 
raUèles , il fant que cette intersection n’existe pas ; il faut 
donc que l’équation précédente ne puisse être satisfaite 
par aucune xaleur de x et dej^. Le seul moyen pour qu’il 
en soit ainsi , c’est de faire disparaitre x et y de cette 
équation; car tant que les xariables x, y y resteront, 
comme elles sont tont-à-fait arbitraires, et qu’elles n’y 
entrent qu’au premier degré, on pourrait toujours ]^ur- 
dOnner des valeurs telles, que l’équation f&t satisfaite. H 
faut donc rendre leurs coefficiens nuis, ce qui donne 

AC' — A'C=o, BC — B'C = o; 

conditions qui s’accordent en ciTet avec celles que noua 
avions déduites de la Géométrie. On peut voir par cet 
exemple et par celui du n“ 6a, combien les conditiona 
d’indépendance' sont utQes lorsqu’on peut les introduire 
dans les questions géométriques. 

Si. Trouver les conditions nécessaires pour qu’ono 
droite soit parallèle à un plan. . 


Soient , , ' . î , , . 

^ ^ ^ 'J *6® uC uFOltiC' y 

Kx + ^-f-Cs+D=o l’équation du plan. 

Par l’origine des coordonnées, menons une droita 
et un plan respectivement parallèles à ceux-ci ; leurs 
ilqùàftibns seroùUt ■ t > 


jf = as, Ax By C_s — O, 
y r=bz. \ . ' 

Four que les conditions demandéés.soit remplies, il 
faut que cëtte droite>lquia un point de commun avec le 
plan, coïncide avec lui dans toute soorétendue : il faut 
donc que l’équation du plan soit satisfaite,, quelle que 
soit a, par les valeurs de x et de ^ tirées des équatiou 
de la droite; ce qui exige qu’on ait:. i . lr 


Au “J“ B6 -f- C — o« 


I 
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CTcst'îà condition nécessaire pour qu*une droite soit 
parallèle à un plan. 

On peut encore arriver à ce rtsultat par la condition 
«l’indépendance. Suppasons que la droite et le plan sc 
rencontrent, les s, pourront être regardés comme 
communs enlre ,eux dans le .point d’intersection. Pre- 
nant donc xetj' dans l’équation de la droite pour les 
mettre dans celle dû plan , et réunissant les termes en s, 
il viendra ' * — ' ■ "* 

v' '{Aà + B6'+C}z + A*' 4 -Bi 3 +D==o; - 

c’est'la condition nécessaire pour qu’unç droite et un' 
plan se coupent. Si l’on veut la rendre impossible , il 
faut en faire disparaître la variable arbitraire z, en 
rendant SonTcoeflSEîédt 'ritilj cé'^ui (iohne’, cbiïlmte ci- 
dessus, ■ 

82. Trouver les conditions liéceSSidl*ës pour qn.’nne 
droite soit perpendléulairej^un plan, et donner l’ex- 
pression de la distance ^du plan à un point quelconque 
de la perpendiculaUte» 

vA 

les équations de la droite^ . 

Ax + By + Cz-f-b = o celle du plan. 

Pour ^ue les, conditions demandées soient remplies > il 
faut (page 127) que les projections de la droite soient 
perpendiculaires 'aux tracés du. plan : or, en faisant 
successivement y = 5 ^», x = o , dans l’^oation qui le 
représente , On trouve ri 

Ax ^ Cz -+• D ^ O , 
équation de la'tri^ éUp'ïe plan des xz , 
et By Cz -J- D P , 

t ^ * . «« . T* ‘ * 

é<|uation de la trace iUiHe plan des yz. 


Soient X = bz^ « 

V = 6z -HA>J 


»ü PLAN. 

Pour ces droites soient perpeadiculaircs . au3c 
précédentes, il faut qu’on ait (a® 5o y 

A = aC, B = iÇi ‘ 

ce sont les conditions demandées. 

Si la perpendiculaire- passe par un point dont les 
ooordonnées soient x',y', z', ses équations deriendroitt- 

* f t /V' -’tl'î. 

I X — x=ofs — z),. 

Pour trouver le point où elle rencontre 1© plan, it 
faudra combiner ces équations avec celle du plan 
que , pour plus de- commodité , nous mettrons sons iâ. 

forme suivante', " ' ' ’ 

. A(x— x') + B(y— y)+,C(z— z'),+ P'=:o!.' , 
En faisant . . .. -.k . , 

ly = D + Aa/ + By' + Cz', 

alors l’élimination donne >' 




ly . 


.1 . 'fj: 

X — ar' =: ■ 

y-y=- 


An "f* Bù 
«DT 

■Aa + Bé + C» 
\h\K 


Aq + BÎ + C.' 


■!- .M- •• 

■ lit 

1 V. 

J\ 


A B 


•U, ensubràtaant pour netù,lèaràvakurs 
résultent de çe qpe la droite est,pei^ndic^Jre, ^ 

î fîJi- '• ■“ '* CD^ ( S ’ ''é : c t / ; ^ -il - 

À* + »• ^4- ' = 

- ^r; aD'A 


ny» 

Z 


' s =• 


X — x' =;= - 


y-y'=- 


A*+ !. IK..!,' ; , 

BP- 'j, 


Digilized by Cobgle 



ou PLAK. l4l 

*>y> “) sont les coordonnées du point d’intersection. Sa 
distance à celui dont les coordonnées sont x', v', tt 
^a (n*. 57) , . 

r V/(* - *')“ + (y (S- z)\ 

C’est la portion de la perpendiculaire 'cherchée; en la 
représentant par P, ou aura 

' P- ' 

et en remettant pour D' sa valeur, 

P D 

V^A‘-1- B* + C^ ' 

83. Trouver l’angle de deux plans. Soient 

A'*+Brjr+C'z+D'=o / leséquatronsdecespW 

Menons à chacun d’eux une droite perpendiculaire- 
Pangle compris entre une de ces perpendiculaires et le 
prolongement de l’autre, sera le même que celui des 
deux plans. Or, les équations des deux droites seront 
généralement 

x=zaK-j-m, * = a'z -f-'e', 

, y = az-i-fi, y=zb'z+fi^. 

Pour qu’elles soient perpendiculaires aux plans, il faudra 
qu’on ait, comme toqt à L’heure, 

A==«C, B = iC, A.'=a'C, B'=i'C'. 

L’angle de ces deux droites, ou, ce qui revient au même, 
edui^des deux plans, étant désigné par V, son cosinus 
sera (page 116)’ 


cosV = - 


1 »f- an’-+- by 


é* i'*' 

ou, en naettant pour n; a', b, b', leurs valeurs-, 

'« AA'+BB'-I-CC' 


«osV = 


y/ A* +?•+€“ y/A'*-fB'“+c'** 


i4à Sü plan. 

Les radicaux :que cette exprc^itm renferme pduvsht 
être indifféremment affectés des sig^nes -f- op — , rendent, 
son signe douteux. Mais l’ambiguité disparait eù consi- 
dérant que , si la yaleor numérique de cos V se trouve 
positive > elle appartiendra à l’angle dièdre des deux 
plans mesuré du c<ité où il est aigu; tandis que si elle est 
négative, elle appartiendra au -même angle mesuré du 
cété où il est obtus. D’ailleurs cette expression est indé-> 
pendante de D et de D', p^irce que ces quantités, qui 
expriment les ordonnées à l’origine ^ n’influent pas sur 
l’inclinaison des plans. 

Si les deux plans sont'perpendiculalres Fun à l’autre« 
on doit avoir cos V=:o; ce qui donne 

■AA'+BB'+CC' = o. 

C’est la condition pour que 'deux plans soient perpen^ 
diculaires. ‘ 


Si l’un des plans donnés , le second , par exemple > est 
est le plan même des xy, dont l’équation est a=o, on 
aura A'=o, B'=o. Alors , en nommant V' la valeur 
correspondante de V, il viendra J 

P .1 

cos V'= ■ , 

A* -f B“ 4- 

C’ost le cosinus de l’angle qu’un plan fait avM œlul 
des xy. ■ . ‘ 

En nommant de même V* et lés angles ’qiie le 
plan fait avec ceux des xset des ^'«7 oh trouvera 

. • !'■ B > >••• •'' I ' A - i-. •"'f 

oosV = i ' . 


V/ A»-FB*4- C‘ 


J. n.; 


et ces trois cosinus auront entre eux la relation 
cos* V' -f. cos^ + oos’ 1 , 


parce què les aiigles V7' V''; "V*;’ sont léh même# qhe 
ceux que formerait avëc les trois axes des coordonnées 
une ligne di'oite pcrpci^iculaire au'çEm ‘ *■ " 
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84> L’expression precedente de cos V peut se trans*- 
Tormer comme celle de l’article 6a, page ii5. En effet, 
si l’on nomme V', V", V", U', U", U", les angles que 
forment les deux plans proposés arec ceux des xy, 
des xz et des^s, il est aisé de voir que l’on a 

cosV = cos V' cos U' cos V" cos U" + cos V* cos 
85. Trouver Fanglc d’une droite et d’un plan. 

Soient * _ as + • | équations de la droite, 

Ajr + By+C*+D = o l’équation du plan. 

L’angle que forme une droite avec un plan est le même 
que celui de qptte droite avec sa projection sur ce plan: 
par conséquent^ si l’on mène une perpendiculaire au 
plan , l’angle qu’elle fera avec la droite proposée sera Ip 
complément de l’angle chm;hé. 

Soient donc 

* 3 é'* ^ I équati<»s de la perpendiculaire;, 
on aura pour les conditions delà perpendicularité (n* 83) 
A.c=a'G, B = 

L’angle qu’elle fera avec la droite proposée aura pour 
cosinus. • ■ , 

1 + aa' -h 

V» -h a* +5* \/t + a'* + b'‘ 


En représentant l’angle cherché par Y, ce sera la vtr 
leur de sin V ; mettant pour, a' et b* leurs valeurs, on 
trouve . , . 


siuV: 


iuu *4* BZf •+• G. 


1 + a* + é* V/ A* + B» + C*‘ 

Cest l’expression du sinus de l’angle que fait uhe~ droite' 
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avec un plan. Si l’on introduit les conditions nécessaires 
pour que celui-ci soit un des plans coordonnés, ou 
retrouvera les mêmes valeurs que dans l’article 67 ; et , 
si l’on suppose sin V =0, on aura, comme dans l’ar- 
ticle 81, 

• . An -f- Bè C ” o 

pour la condition que le plan et la droite soient paral- 
lèles. 

Ces préliminaires suffisent pour résoudre toutes les 
questions de Géométrie relatives à la ligne droite et au 
plan. 

De la discussion des Lignes courbas , et delà 
transformation des Coordonnées. 

86. En généralisant les principes que nous venons 
d’exposer dans les chapitres précédens,on parvient à 
reconnaître, d’après l’équation d’une ligne courbe quel- ^ 
conque, la succession de ses points, et la trace qu’ils 
forment sur un plan ou dans l’espace. 

• Si l’équation de la courbe est entre deux variables y 
et r,on résout cette équation par rapport à une d’elles. 
On sait alors quelles valeurs cette coordonnée doit avoir , 
lorsque l’autre est prise à volonté ; et l’on connaît ainsi 
la suite des points que l’équation désigne. '' ' 

Mais , si la courl>e est donnée par deux équations , 
chacune entre deux variables , c’est-à-dire si elle est 
donnée par ses projections sur deux des plans coordonnés , 
on opérera sur chacune de ses projections suivant la 
méthode précédente, et l’on connaîtra les valeurs de 
et de a qui répondent à chaque valeur de x : ce qui fixera 
encore la position' successive de tous les points. 

Il pourrait arriver que la courbe proposée fût donnée 
par deux équations entre les trois coordonnées y, x , z ; 
car deux équations de ce genre éqriivalent à deux équa- 

* 
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tions en xy, xz ou yz-, mais alors; en éliminant succes- 
sivement une des variables entre les équations données, 
on retomI»erait dans le cas précédent. 

La supposition que nous examinons ici est celle où la 
courbe proposée ne serait pas donnée par les intersec- 
tions des deux surfaces cylindriques qui la projettent 
sur les deux plans coordonnés; mais par deux surfaces 
d’une autre nature, dont elle devrait aussi être l’inter- 
section. Les équations de ces deux surfaces devant avoir 
lieu simultanément, et pour les mêmes valeurs de x, 
y, Z, il sufErait de les combiner, et d’en éliminer suc- 
cessivement x, ou _y, ou Z, pour avoir les projections de 
la courbe sur les plans coordonnés. 

87. On a vu par ce qui précède, que la forme et la po- 
sition d’une ligne courbe sont toujours exprimées par 
les relations analytiques qui existent entre les coordon- 
nées de ses difierens points. C’est pourquoi on a classé 
les courbes en différens ordres, d’après la forme de leurs 
équations. 

On les divise d’abord en algébriques et en trameevr- 
danteSj suivant que leur équation ^ rapportée à des 
coordonnées rectilignes, est elle-même algébrique ou 
transcendante. 

On classe ensuite les courbes algébriques d’après le 
degré de leur équation par rapport aux variables qui 
représentent les coordonnées. L’ordre de la coxirbe est 
marqué par l’exposant de ce degré. 

Par exemple , la ligne droite dont nous nous sommes 
occupés, est du premier ordre, parce que son équation 
est du premier degré relativement aux variables x et y. 

Classer ainsi une ligne courbe et déterminer sa posi- 
tion , sa nature et sa forme , d’après son équation , c’est 
ce qu’on appelle la discuter. 

88. Cette recherche peut être presque toujours ren- 
due plus facile par des transformations analytiques qui 
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simplifient les équations, en faisant éiTinouir quel- 
ques-uns de leurs termes; préparation qui les met en . 
état d’être discutées plus aisément. 

* Représentées par la Gréométrie, ces transformations 
reviennent à placer la courbe, par rapport aux axes des 
coordonnées , de la manière la plus favorable pour de- 
viner les sinuosités de son cours. Par exemple , si une 
circonférence de Cercle est placée d’nne manière quel- 
conque par rapport à ces axes, l’équation qui liera les 
abscisses et les Ordonnées de ses difierens points, ne 
peut pas être aussi simple qu’elle le serait si le centre 
de cette circonférence était placé à l’origine même des 
coordonnées; carjxlans ce cas, la courbe serait symé- 
trique par rapport à chacun des axes, et il sùiBBrait de 
suivre son cours dans un des quadrans , pour le con- 
naître dans les trois autres. Or , on conçoit que cette 
simplification mettrait plus facilement à découvert la 
forme de la courbe, sa marche, ses propriétés. 

Les méthodes dont il faut faire usage pour àrriver à 
ces simjilificationS , doivent donc se réduire à cbangér 
la position de l’origine et la direction des axes des coor- 
données, pour les placer de manière qu’en y rappor- 
tant l’équation proposée, elle se réduise & la forme la 
plus simple que comporte l’espèce de la courbe qu’elle 
représente. Il suffît de reconnaitre ensuite la position 
des nouveaux axes par rapport aux anciens , pour con- 
naître quelle était originairement la position de la 
courbe par rapport à eux. 

On peut enedre, et de la même manière, rapporter 
les courbes à des coordonnées qui ne soient pas rec- 
tangulaires : <?ëst ainsi , quoique pour un but différent , 
que nous avons formé l’équation de la droite, dans 
le n“ 4a. 

8g. Quand on vent passer ainsi d’un système de coor- 
donné»» i uti autre , on cherche , pour un point quel- 
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conque , les valeurs des anciennes coordonnées en fbno 
lion des nouvelles : en substituant ces valeurs dans 
l’équation proposée , elle appartient toujours aux mêmes 
points de l’espace •, mais ces points s’y trouvent rapportés 
aux nouveaux axes. Par conséquent, les propriétés de la 
courbe restent toujours les mêmes , et il n’y a de cban- 
' gement que dans la manière dont elles sont exprimées. 

90. Ces relations des nouvelles coordonnées avec les 
anciennes sont bien faciles à établir , lorsqu’on ne veut 
que transporter l’origine des coordonnées , sans changer 
la direction des axes; et nous en avons déjà vu des exem- 
plesdansce qui précède.En effet, soient A' (fig.a5) la nou- 
velle origine; et Â'X', A'Y', les nouveaux axes auxquels 
on veut rapporter les points du plan qui étaient pré- 
cédemment rapportés aux axes parallèles ÂX, AY, et 
à l’origine A. Si l’on prend un point quelconque M situé 
dans l’angle X'A'Y', on aura 

AP = AB-f-BP, PM=PP'-l-FM=A'B-f PTM. 

AB et A'B doivent être donnas ; ce sont les coordonnées 
de la nouvelle origine , et elles expriment sa position 

par rapport aux anciens axes. Si donc on fait 

AB = a, A'B = é, qu’on représente par x,y, les an- 
ciennes coordonnées, et par x',y\ les nouvelles, prises 
-dans le même sens. On aura 

x = a-\-x' , y=ib-^y\ 

Pour que ces équations subsistent encore par rap- 
port aux points situés dans l’angle Y' AV, il faut qne 
l’on y suppose x négatif; car, pour un quelconque de 
ces points, tels que m, on a 

A/> =: AB — A ou JC = a — A’/j’; 

et il faut alors retrancher la nouvelle abscisse de o, au 
lieu de l’ajouter à cette quantité. Il en sera de même 
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des _y', lorsqu’ils appartiendront à des points situés du 
côté de l’axe des X' opposé aux y' positifs : c’est ce que 
-nous avons suffisamment développé dans l’article 35. 

Nous venons de supposer que la nouvelle origine A' 
était située dans l’angle Y AX, et qu’ainsi ses coordonnées 
a et 5, relatives aux anciens axes, étaient positives. Si 
nous voulons ydacer cette origine en A" dans l’angle 
xky, et prendre toujours les nouvelles coordonnées 
x' eXy' dans le même sens, il suffira de changer les 
signes de a et de i dans les formules précédentes, et 
l’on aura 

x = x'—a, y=y’—b, 

ainsi qu’on peut le trouver directement , en partant de 
leur position actuelle. 

Ces considérations sont conformes aux principes que 
nous avons établis précédemment dans les n®‘ 35 , 36 
etSy.EUes se réduisent à cette règle générale , que lors- 
qu’on passe d’un système de coordonnées à un autre 
parallèle , au moyen des équations 

X = O + x', y = b -hy' 

il faut regarder la variation de signe de chaque espèce 
de coordonnées comme répondant aux changemens de 
position autour de l’origine qui lui est relative; et les 
quantités a et i, qui sont les coordonnées d’une des 
origines par rapport à l’autre, peuvent être rapportées 
à celui des deux systèmes qu’on voudra. 

C’est en considérant la position de la nouvelle ori- 
gine par rapport à l’ancienne , que nous avons obtenu 
les équations précédentes. Réciproquement , ces équa- 
tions étant données, on pourrait en déduire la position 
d’un quelconque des deux systèmes par rapporta l’autre ; 
car, en y faisant, par exemple, x' = o, ce qui est le 
caractère de l’axe des_y', on aurait 

* = + 

O 
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ce qui , en supposant a et 6 positifs, signifie que l’axe 
<lcs_y', auquel cette équation appartient, est situé du, 
côté des X positifs, et à une distance a de leur origine. 
De même, en faisant _y' = o , ce qui est le caractère 
de l’axe des x', on aurait, relativement à oet axe, 
y=b; 

c’est-à-dire qu’il est situé du côté des y positifs , à une- 
distance b de leur origine. En faisant, au contraire* 
X = O , ouj» = O, on trouverait x' a , ou y' = — i > 

qui seraient les équations des axes des y et des x par 
rapport à l’origine des_y' et des x' 

Ce que nous venons de dire a lieu quel que soit 
l’angle formé par les axes des coordonnées ; et nous en 
conclurons que, pour passer d’un système quelconque 
de' coordonnées planes, à un autre , parallèle au pré- 
cédent, il suffît de faire 

X =: a + x’, y =z b +y, 

b et a étant les coordonnées d’une des origines par rap- 
port à l’autre. En substituant ces valeurs dans une équa- 
tion quelconque entre x et y», elle se trouvera rapjwrtéc 
aux nouvelles coordonnées x', et _y'. 

91. Passons maintenant au cas où l’on fait varier la 
direction des axes et l’angle qu’ils forment entre euxj 
mais, pour plus de simplicité, supposons d’abord que 
l’origine ne varie pas , et qu’elle soit commune aux deux 
systèmes de coordonnées. 

Soient donc AY, AX, deux axes des y et des x 
(fig. 2S), que nous prendrons d’abord rectangulaires. 

Soient AY', AX', deux autres axes qui font entre 
eux un angle quelconque, on demande de passer du 
premier système de coordonnées au second. 

D’un point quelconque M, menons les droites MP, MP*, 
rc.specti vcment parallèles aux axes desy^ et desy , on aura 

AP=:a:, PM=j, AP'=x' P'M=y. 
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Il faut, de plus, que la position des nouveaux axes 
soit donnée par rapport aux anciens. 

Soient donc l'angle X' AX ■= « , l’angle Y'AX = ». 

Il s’agit de déterminer x et y en fonction de x' ^ 
de y, et des quantités connues » et », 

Cette détermination est extrêmement facile. En effet, 
par le point P', menez P'Q, P'R, respectivement pa- 
rallèles aux anciens axes des x et des y , vous aurez 

* = AP = AR + FQ, y = MP = MQ + PH. 

Or, les lignes AR, FR , MQ, FQ, sont les cêtés des 
triangles rectangles AFR , FMQ , qui ont xf, y' pour 
hypoténuses, et dans lesquels on connaît les angles 
P'AR égal à », MP'Q égal à ». Avec ces données , on 
peut calculer les valeurs de ces c^tés en fonotion des 
hypoténuses; et, en les substituant dans les seconds 
membres des expressions précédentes , il vient 

X = / oos a -f.y cos y= X sin sin »'. 

Telles sont les relations qu’ont entre elles les coordon- 
nées dans les deux systèmes que nous considérons. 

93. Si l’on voulait passer des coordonnées x' et y' aux 
coordonnées x et y, il suffirait de déduire les valeurs 
de *' ety des équations précédentes. Or, en multipliant 
la première par sin et en retranchant la seconde 
multipliée par cos <z', on aura x' -, opérant d’une ma- 
nière analogue par rapport à <e, on aura y : ces va- 
leurs seront 

,_j_ jesina'— ycosa' , _ycos«— xsin « 

* sin («' — ~») ’ ^ sin {»' — «) * ' 

On aurait pu parvenir directement à ces résultats par 
les considérations trigonométrlques. En effet, du point P, 
fig. 37 , menez PQ’, PR', respectivement parallèles aux 
nouveaux axes desx' et desy , et prolongez MF jusqu’à 
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sa rcuoQntre avec la première de ces droites: vous aurez 

x' = AF = AR' — PQ', y = MF = MQ' — PR'. 

Or , les lignes AR', PR', MQ', PQ', sont les oôtés des 
triangles APR', PMQ', dans lesquels AP est x, PM,_y, et 
qui ont en outre les angles PAR'=«, APR'= i8o® — •' , 
PMQ'=go“ — MPQ'= 90“ + «; par conséquent, 

PR'A = PQ'M = X'AY' = «' — ■ «. On peut donc , au 
moyen de ces angles, calculer les côtés dont il s’agit en 
fonction de x et de seuls; après quoi, en les substi- 
tuant dans les expressions précédentes , ou trouve pour 
x' et y les mêmes valeurs que l’élimination nous avait 
données. 

Les formules 

ar = *' cos » -f-y cos •', y—x' sin a -f*y sin a', 
et celles-ci, qui s’en déduisent, 

, xsinoL — ^ycosa' , ^ oos a — xsina 

* sin(a'— a) ’ ^ sin(a' — ^ct) ’ 

sufitsent pour passer d’un système de coordonnées rec- 
tangulaires X et y b un système de coordonnées obli- 
ques x' et y, et réciproquement, l’origine restant la 
même pour les deux systèmes. 

g.’i. Si les nouveaux axes des x' et desy' devaient être 
aussi rectangulaires comme les précédons, on aurait 
a' — a=9o”; conséquenunent , et'=9o““f-a; 

et par suite 

sin(a'— a) = i; sina'^oosa; oos a' ==— sin a. 

En substituant ces valeurs, les relation^ des coordon- 
données deviendraient 

x = x'cos« — y sin a, =x' sin a-f-y cos a. 

Ce sont les formules nécessaires pour passer d’un sys- 
tème de coordonnées rectangulaires à un autre aussi 
rectangulaire , l’origine restant la même; et il est focile 
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de le vérifier d poateriori, en appliquant à ce cas par- 
ticulier les considérations générales dont nous avons 
fait précédemment usage. En efiet , la construction de 
la fig. 26 étant employée ici , devient telle que la re- 
présente la fig. 28, et donne 

*=AP=AR— FQ, _y=MP = MQ-l-FIt, 
et, en substituant aux lignes AR, P'R, MQ, FQ, leurs 
valeurs en x' y' , déduites des deux triangles rectangles 
AFR, MP'Q , desquels on connaît les angles , il vient 

«=7t'oos« — _ y'sin«, = x' sin cos 

comme nous l’avions oondn de la formule générale en 
y faisant » =90 -|- «. Cette valeur de », surpassant 90°, 
fait Aomber la nouvelle ordonnée MF à droite de l’an- 
cienne ordonnée MP , au lieu qu’elle tombait à gaucbe 
dans la fig. 26 , où l’on avait représenté l’angle Y'AX' 
comme aigu ; d’où il suit que , dans la supposition de la 
fig. 28, FQ doit être soustrait de AR pour former x, 
au lieu qu’il devait lui être ajouté dans la fig. 27. Tou- 
tefois on vient de voir que les expressions de x,y , 
déduites de cette première construction , peuvent être 
considérées comme générales, et employées ainsi dams 
tous les cas possibles, pourvu que l’on y donne aux 
angles » , »', les valeurs particulières qu’on veut leur 
attribuer •, parce qu'alors le seul jeu des signes positifs 
ou négatifs que les sinus et cosinus prennent selon les 
valeurs de ces angles, rétablit les résultats précisément 
tels qu’Us auraient été si l’on eût fait immédiatement 
la construction sur les valeurs assignées aux angles. / 

94. Si l’on forme les carrés des dernières expressions 
obtenues pour x , y , et qu’on les ajoute ensemble, on 
trouvera 

En effet, les nouveaux axes étant rectangulaires 
comme les anciens, exprime la clislauce 
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d’un point quelconque à l’origine des coordonnées; et, 

I ''x* -j- y* exprimant aussi la même distance à la même 
'D Igine , ces deux valeurs doivent être égales. 

95. On peut, au moyen de ce qui précède , passer 
d’un système de coordonnées obliques à un autre sys- 
tème de coordonnées obliques ( 11 g. 29). En effet, soient 
AX', AY', les axes des x' et desyr'; AX",AY", les nou- 
veaux axes, dont les coordonnées seront x", y". G)n- 
cevons, par la même origine, un troisième système 
d’axes AX, AY, rectangulaires entre eux , et dont les 
coordonnées seront x et y. Nommons «, 0 , les an- 

gles des x', desy'', des x" et des y" , avec l’axe AX; nous 
aurons pour un même point , dont les coordonnées se- 
ront X et_y par rapport au système rectangulaire, 

x= x' cos et--\-y cos a , = x' sin a -h y' sin 

X = x" cos /3 -|-_y" cos 0 J _y = x" sin /S -\-y" sin /S'. 

En éliminant x et y entre ces équations, on aura celles 
qui déterminent les relations des coordonnées x et y' 
avec les x' et y", et qui sont 

x' cos a cos a' = x* cos fi -h y" 
x' sin a -j- y' sin = x* sin /S _y* sin /S'. 

Si l’on multiplie la première par sin <c, et qu’on la 
retrancliede la seconde multipliée par cos «,ou aura^'; 
en opérant d’une manière analogue, avec les facteurs 
siu.a' et CQS «V ou aura x' : ou trouvera ainsi 


, x" sin {a' — fi ) -j - y" sin (*' — /â') 

. ■" •' sin (a — a) ’ i 

x"sinfy8 — «) -f- y" sin (/S'— - a) 

^ sin («' — «) • 

Or, on a ' •=■ 

a’ — S ~ Y' AX", a.' — 0= Y' A Y", 

/3 — * s= fi’^a = \'AY", a'— a =Y' AX'. 
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Il n’entre donc dans les expressions précédentes que les 
angles formés par les axes des y' et des £ entre eux , 
et avec les nouveaux axes AX", AY"; et tout ce qui 
était relatif au système rectangulaire que nous avons 
introduit a disparu. Alors, pour mettre en évidence ces 
seules données, désormais indispensaLles, nommons â 
l’angle Y'AX', inclinaison mutuelle des deux axes des x' 
et des Désignons par y, y', les angles X' AX", X'AY", 
que l’axe des x" et celui desy»* forment avec l’axe des x' j 
désignons de même par i , i', les angles Y'AX", Y'AY", 
que les mêmes axes forment avec celui des_y'. En sub- 
stituant ces élémens dans les équations précédentes, 
elles deviendront 

, x’ sin • -f- V* sin / , ** sin y v" sin y 

"= üKfl — ’ — • 

Ces formules serviront è passer d’un système de coor- 
données obliques à un autre système de coordonnées 
obliques, l’origine étant la même pour tous deux. Si l’on < 

supposait les axes des x' et des y' perpendiculaire^ 
entre eux , on aurait I 

fl = 90*, i-|-y = 90 <', i'-t-y' = 90*: 

par conséquent, 

sin< = i, sin t = cos y, sin »'= cosy^; 
et l’on retomberait sur les équations que nous avons 
déjà trouvées , pour passer d’un système de coordonnées 
rectangulaires à un système de coordonnées obliques. ■ 

96 . Nous avons vu précédemment que , pour passer 
d’un système de coordonnées * et _y à un autre système 
de coordonnées parallèles aux premières, il faut 
faire 

. x = a + x', y=b-\ry', 

a et é étant les coordonnées de la nouvelle origine par 
rapport au premier système. Si l’on fait ensuite varier 
la direction des axes autour de cette nouvelle origine , 

/ 

/ 
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on aura changé à la fois et la position de l’origine des 
coordonnées et la direction des axes. Il suffit, donc d’a- 
jouter, dans les formules précédentes, aux yaleurs des 
coordonnées celles de la nouvelle origine, pour avoir 
les formules générales de la transformation des coor- 
données. Comme elles sont d’un fréquent usage , je les 
ai réunies dans le tableau suivant. 

I “. Pour passer d’un système de coordonnées rectan- 
gulaires à un système de coordonnées obliques 

cos<e-f-_y'cos«', _y'=ô-l-x'sln<t'4-j''sin«'. 

2 ®. Pour passer d’un système de coordonnées obliques 
* >y'> ® système de coordonnées rectangulaires x ,_y, 

, ^ (x — g) sin » — (y — b) cos •' 
sin (• — «j ' 

./ Cy — i) cos a — (x — a) sin * 

^ sin («' ‘ 

3®. Pour passer d’un système de coordonnées rec- 
tangulaires X, y, è un système de coordonnées aussi 
rectangulaires x', y., 

^=«+*'cos« — y'sinx, ^=é-f-x'sin«-f-y cos«. 

Dans ces équations ,«»,•' sont les angles des axes des 
a/ et des y avec l’axe des x , a el b sont les coordon- 
nées de la nouvelle, origine par rapport au système rec- 
tangulaire. ’’ *• 

4®. Pour passer d’un système de coordonnées obliques 
a:,_y, à un autre système de coordonnées obliques 

, x' sin I -f- y' sin •' , , x'sinv-j-y'siny' 

x=La -i T— f , y=h-\ 

sin ♦ Bin t 

V, sont les angles que les axes des a/ et des y' font 
avec Paxe des x; i, t, les angles qu’ils font avec l’axe- 
des J"; a et a' les coordonnées de la nouvelle origine 
par rapport aux axes obliques des x et des^, qui for- 
ment entre eux un angle 6. 
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97. En généralisant les considérations que nous Te- 
nons d’exposer, on trourera facilement les formules 
nécessaires pour effectuer la transformation des coor- 
données en trois dimensions ou dans l’espace; car il 
suffit encore, dans ce cas, de trouver les expressions des 
anciennes coordonnées en fonction des nouvelles, ou 
réciproquement •, et l’on peut y parvenir par les mêmes 
méthodes. D’abord, ces relations n’ont aucune difficulté 
lorsqu’on se propose seulement de transporter l’origine, 
en laissant les axes parallèles à eux-mêmes. Alors , en 
nommant a, & , c, les coordonnées de la nouvelle ori- 
gine par rapport à l’ancienne, et désignant par x',y', z , 
les nouvelles coordonnées qui étaient précédemment re- 
présentées par X, y, s, on aura 

x = a + x', y = b+y', z—c-\-z'-, 

formules dans lesquelles il faut regarder les variations 
de signe de chaque espèce de coordonnées comme ré- 
pondant aux changemens de position autour de l’ori- 
gine qui lui est relative. Ces considérations sont con- 
formes à celles de l’art. 90, et l’on en déduira de même 
les positions respectives des deux' origines. 

Maintenant , si nous voulons changer la direction des 
axes, la recherche des anciennes coordonnées en fonc- 
tion des nouvelles et réciproquement , sera encore un 
problème de Trigonométrie. Mais l’introduction des 
trois dimensions de l’espace complique nécessairement 
les constructions dont il faut faire usage. Heureuse- 
ment, à l’aide d’un artifice ingénieux d’analyse, on 
peut éluder ces difficultés , et faire le calcul d’une ma- 
nière élégante et facile, qui n’exige aucune construction. 

Cpt artifice consiste à prévoir d’avance la' forme des 
relations qui doivent exister entre les anciennes et les 
nouvelles coordonnées. Car on peut prouver , en général , 
que , lorsqu’on passe d’un système quelconque de coor- 
données à un autre, les anciennes coordonnées doivent 
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toujours être une fonction lincaire lies nouvelles, et 
réciproquement. 

Cette proposition se trouve d’abord vérifiée pour les 
systèmes de coordonnées planes, puisque les relations 
que nous avons obtenues dansce cas par les considérations 
trigonométriques , se sont en effet trouvées linéaires. 
Mais , pour montrer que cela doit être encore ainsi dans 
le cas de trois dimensions , concevons généralement les 
valeurs de x,y, z, exprimées par des fonctions quel- 
conques de x',y, z', que nous désignerons parç, r, ■4^, 
en sorte cpi’on ait 

x = (p{x',y',z), y=^{x',y',z'), z=^i^{x',y',z’). 

Si l’on substitue ces valeurs dans l’équation du plan 
qui est toujours de la forme 

Ax-f-Bj'-^Cz-l-D = o, 

lorsque les coordonnées a:, _y, s, sont dirigées [d’une 
manière quelconque, elle deviendra 

A.^(x',y,z')-|-B. X (y,y,z0-i-c.4. (x',y, z')-f-D=o. 

Or , nous avons vu , n® 7a , que l’équation du plan reste 
toujours du premier degré, quelle que soit la direction 
des axes rectilignes auxquels on la rapporte. 11 faudra 
donc que l’équation précédente se réduise d’ elle-même 
à une expression de cette forme 

AV + B>' + C'z' -f- D' = O , 

dans laquelle A', B', Cf, D', seront des coefficlens qui ne 
contiendi'ont ni x', ni y', ni z', mais seulement les 
constantes primitives A, B, C, D, ainsi que les angles 
et les distances qui déterminent les positions rela- 
tives des deux systèmes. En outre, il faudra que 
cette réduction s’opère toujours , quelles que soient les 
valeurs des coeificiens primitifs A, B, C, et sans qu’il en 
résulte entre eux aucune condition quelconque. D’après 
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cela, il est éviilenl que la rctluclion devra nécessaire- 
ment exister dans les fonctions ç, tt, -J, elles-mêmes; 
car s’il en était autrement, les termes de ÿ, qui sont 
multipliés par A , ne pourraient pas faire disparaître 
en général les termes de s- ou de qui sont miQtipliés 
par B ou C. Toute destruction mutuelle entre ces te^es 
étant impossible, les puissances de s', supérieûi'es:^ 
à la première, resteraient nécessairement dans l’équa-*,:'»,^ 
tion transformée , si elles existaient dans les fonctions 
ç> , T , 4'; ces fonctions se trouvent donc limitées par la 
condition que les nouvelles coordonnées a/, y', a', n’y 
existent qu’à la première puissance; et par consé- 
quent, la forme la plus générale qu’on puisse leur sup- 
poser, sera 

X = a mx' -f- m'y' -f- m"x'f 
y = d + nx' -f- »y -f- 7»V, 
s = c-j-/jx' +J}'y' 4-pV, 

les coefliciens des variables x', y', a', étant des eon- 
staiites inconnues qu’il s’agit de déterminer. Or, puisque 
ce sont des constantes, leürs valeurii resteront toujours 
les mêmes,' quels que soient x', y, a'. On pourra donc, 
pour simpliGer le calcul , donner successivement telles 
valeurs que l’on voudra à ces variables ; et les valeurs 
des coefEiciens déterminées sur ces cas particuliers, ser- 
viront ensuite également pour tous les autres cas quel- 
conques. Cherchons donc à effectuer ainsi ces déter- 
minations. 

D’abord, si l’on fait x'=o,y = o, a' = o, ce qui 
est le caractère de la nouvelle origine , il vient 

x=i:a, y ■= b, B = C. 

* 

a, h, c, sont donc les coordonnées de cette origine, 
par rapport à l’ancienne : nous les supposerons nulles, 
pour plus de simplicité ; ce qui revient à changer la 
direction des axes sans déplacer l’origine; il suffira en- 
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suite «le les ajouter aux résultats , pour transporter le 
xouveau système d’axes parallèlement à lui-même. Par 
cette supposition, les formules précédentes dcTiehnent 

X == mx + my + , 

y = nx' n'y' + n"z, 

Z =.px -i-py -+P Z. 

Les constantes qu’elles renferment se déterminent 
facilement par des suppositions particulières. Considé- 
rons , par exemple , les points situés sur l’axe des j/, les 
équations de cet axe seront 

y = O, a' = O. 

On aura donc , pour les points qui y sont situés» 

X = mx', y = nx', z ^ px'. 

Soient AX' cet axe, M un quelconque de ses points 
( iig. 3o ) ; et supposons , pour plus de simplicité , que 
les anciens axes ÂX , AT , AZ , soient rectangulaires : 
alors AM sera x', MM' sera et le triangle AMM' 
donnera 

z = a^ cos AMM'. 

L’angle AMM' est celui que forme le nouvel aae des x 
avec l’ancien axe des z ; nous le désignerons par Z. Si 
nous nommons pareillement X, Y, les angles formés 
par ce meme axe AX' avec les axes AX, AY, nous au- 
rons, pour les points qui y sont situés, 

x = *'cosX, y = xfcosY, z = x'cosZ. 

Ce résultat détermine n,m,p, et donne 

^=cosX, » = cosY, P = cos Z. 

Si nous considérons de même les points situés sur 
l’axe desj', dont les équations sont 

ar' = o, z' = o, 
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on aura, relatÎTcmcnl à ces points,' 

X = my, y — ii'y, z = p'y . 

Ainsi, en désignant par X', Y', Z', les angles que forme 
cet axe avec ceux des x, y , z , on aura 

m' = cos X', n = cos Y^, = cos Z . 

Enfin la considération des points situés sur l’axe des z' 
déterminera les constantes m" , n" , p"\ et en nommant 
X", Y", Z", les angles que forme cet axe avec ceux des 
X, y, z, on aura 

m’ = cos X", n" = cos Y", p" = oos Z" ; 
d’où l’on tire pour x, y, z, 

xz=x' cos X cos X' -{- z' cos X", 
y z=x' cos Y -\-y cos Y* -f- z' cos Y", ( i) 

z ~x' cos Z cos Z' -\-z' cos Z". 

Il faudra joindre à ces valeurs les équations de condi- 
tion qui ont lieu entre les trois angles que fait une 
ligne droite avec les trois axes, et qui sont (n° 5 j) 

cos* X + cos* Y -{- cos* Z —1 , 

cos* X' + cos* Y' + cos* Z' = 1 , (2) 

cos* X' + cos* Y" + cos* Z* = 1 . 

Gîs formules suDlsent pour transformer les coordon- 
nées , lorsque les angles des nouveaux axes entre eux 
doivent être quelconques ; mais si ces angles sont don- 
nés, il en résultera de nouvelles conditions entre les 
angles X, Y, Z,X'..., et il faudra les joindre aux équa- 
tions précédentes. 

En effet, si l’on nomme V l’angle que forment les x' 
avec les y', U l’angle des y' arec les" z', et "W l’angle 
des z' avec les x', on aura , par le n" 62 , 

cos V = cosX cosX'-f- cosY cosY'-j-cosZ cosZ' , 
cos U = cosX'cosX"-f-cosY'cosY"-l-cosZ'cosZ'', ( 3 ) 
cos "W = cosX cosX"-f-cosY cosY"-j-cosZ cosZ"; 
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et ciM cqnallons étant jointes aux focraules ( » ) et (a) , 
sudiront, dans tous les cas , pour établir les coïKlitioas 
l'elatires aux noureaux axes, en supposant les anciens 
rectangulaires. 

98. Si , par exemple , on yeut que le nouveau système 
soit pareillement rectangulaire , on aura 

cosV = o, cosUïsÊO, oosW=:o; 

et les seconds membres des équations ( 3 ) seront nuis : 
alors, en ajoutant les carres de *,_y, », on trouve 

os* + J'* 4* »* = 3 :'* 

Cette condition doit être en effet remplie, lorsque 
les deux systèmes de coordonnées sont rectangulaires 
ét ont la même origine, parce qu’alors la somme des 
carrés des trois coordonnées représente, dans l’un et 
dans l’autre , le carré de la distance de cette origine 
commune au point que l’on considère. 

99. On peut aussi changer la direction de deux axes 
seulement, en conservant le troisième. Supposons, par 
exemple , que l’axe qui reste soit l’axe des * , et que les 
deux autres coordonnées , faisant entre elles un angle V, 
doivent toujours lui être perpendiculaires-, on aura , 
d’après ces conditions , 

cosÜ = o, cosW = o, 
cosX'=:o, cosY" = o, cosZ''=!i; 
valeurs qui , substituées dans les équations ( 3 ) , donnent 
cos Z' = O, cosZ = 0; 

^ est-è-dire que les axes des a/ et des^ sont dans le plan 
des xy\ de là et des équations (a) il résulte ^ 

cosY = sinX, cos Y' =3 sin X' } 
et les valeurs de x, deviennent 

X = *' co s x+y cos sï= x' sin X 4-jr' sin X', 
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qni sont précisément celles que l’on a ^trouvées dans 
Fart. 91 /pour passer d'un système d'axes rectango- 
laires x et yr à un système quelconque situé dans le 
même plan. 

Des Coordonnées polaires. 

100. Les coordonnées rectilignes ne sont pas les 
seules par lesquelles on puisse définir ansdytiquement 
les positions relatives des points de l’espace. On peut 
employer à cet usage tous systèmes de lignes droites 
ou courbes dont la construction sufilt pour déterminer 
complètement oes positions. > 

Par exemple , si tous les points que l’on considère 
sont compris dans un même plan, ou pourra (fig. 3 i ) 
prendre pour coordonnées la distance AM de ces points 
à un point fixe A compris dans le plan , et l’angle MAX 
formé par cette distance avec une ligue aussi menée 
dans le plan. En effet , lorsque l’angle MAX sera donné , 
on connaîtra la direction de la ligne AM sur laquelle le 
point désigné se trouve; et si, de plus, on connaît AM, 
on aura la situation précise de ce point , et on pourra 
le construire. Ce mode de détermination, par un angle 
et une distance variables, constitue ce que l’pn appelle 
un système de coordonnées polaires, La distance AM 
se nomme le rayon vecteur, et le point A, d’où elle se 
compte , prend le nom de pôle. 

. Quand on conxuùt l’équation d’une ligne courbe , rap- 
portée à des coordonnées rectilignes, il est bien aisé 
de la transformer en coordonnées polaires; car, pour 
oela , comme dans tous les autres cas de transformation , 
il suffit de déterminer les valeurs des anciennes coor- 
données eu fonction des nouvelles , et de les substituer 
dans l’équation proposée. 

Concevons, par exemple, que les anciennes coordon- 
nées soient rapportées è dès axesrectaqgulaires AX , A Y, 
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iig. .la; ch sorte que, pour un point queloohquc M, 
situé tlam le plan de ces axes, AP, soit x, PM, y. 
Supposons qu’à cè système oh Tcuille sulwtituer un sys- 
tème polaire , dont les coordonnées soient la distance 
A'M , comptée du pôle A', et l’angle formé par cette 
distancé avec l’axe AX. Il faudra que la position du 
pAle A' soit connue, par rapport aux anciens axes : re>' 
présentons son abscisse AB par a , son ordonnée A'B 
par h. Maintenant, du même pôle , menons A'X' pa- 
rallèle à l’axe des x; et, désignant l’angle MA'X' par ♦», 
le rayon vecteur AM par r, nous aurons évidemment 

AP = AB -f A'Q , PM = A'B + MQ. 

Mettant donc pour AP, PM, AB, A'B, les lettres qui les 
désignent, et rehiplaçant A'Q , MQ par leurs exjures- 
àoos tirées du triangle rectangle M A'Q , il vient 

a?'= rt -1- r cos i>, y t= i -|- rsin e; 
cé sont les relations demandées. 

Si le pôle A' coïncide .avec l’origine A elle-même 
(fig. 3i),a et è seront nuis, et l’on aura simplement 

xssrcos*», y» = rsin«/; 

relations dont la démonstration est évidente'. 

Si la ligne A'X', à partir de laquelle les angles v se 
comptent (lig.Sa) , ne devait pas être parallèle à l’ancien 
axe des x, mais former avec lui un angle donné « (fig. 33) , 
la transformation serait également facile. En effet , par 
le pôle A', menez A'X" parallèle à l’axe des x. Alors 
Fangle MAX" sera et, en considérant les coor- 

données MP, AP, menées d’un point quelconque M aux 
anciens axes, on aura, comme tout à l’heure, 

AP = AB -H A'Q, PM = A'B + MQ 
ou en substituant les expressions algébrique 

X = a -f- rcos(t'-f- «, y' = i'-f-7'sin{v-|-«);‘ '■ 
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léî, U'ja IMË remarque importante îi faire ;Vol>jèt 
général de tout système de coordonnées , c’est d’expri- 
mer analytiquement la position d’un point quelconque 
de l’espace, et de comprendre dans une même formule 
les positions relatives de tous ces points. Cette dernière 
condition détermina la loi des variations de signe qu’il 
faut attribuer aux diverses coordonnées, selon les par- 
ties de l’espace oii se trouvent les points qu’elles doivent 
définir. Dans les systèmes précédons, par exemple^ 
supposons que l’on compte les angles t>, depuis zéro 
jusqu’à la circonférence entière. Alors, ce mode de 
variation suffira pour porter le rayon vecteur dans 
toutes les directions possibles autour du pèle A'; et, suc 
chaque direction , la position du point M ne dépendra 
plus que de la longueur du rayon vecteur r, laquelle 
pourra varier depuis zéro jusqu’à l’infini. Aussi, en 
introduisant les seules valeurs des angles c dans les 
expressions de x et dey' obtenues tout à l’heure , les seuls 
cbangeraens de signe des lignes trigonoraétriques se 
trouvent suffisans pour porter les valeurs de ces coor- 
données dans tous les quadrans , et embrasser ainsi 
toutes les positions possibles des points situés dans ce 
plan. On voit clairement , par cette discussion , qu’en 
adoptant pour les angles v, le mode de variabilité que 
nous venons de supposer, il n’existe dans le plan aucun 
point pour lequel le rayon vecteur r doive avoir une 
valeur négative; et, par conséquent, si un problème 
conduisait à de telles valeurs, il faudrait en conclure 
qu’il est impossible. Ceci est une condition qu’il faut 
toujours se rappeler , quand on emploie des systèmes de 
coordonnées polaires, où l’on donne aux angles la com- 
plette étendue de variation que nous leur avons attribuée. 

loi. On peut aussi étendre de pareils systèmes de 
«oordonnées aux trois dimensions de l’espace , et P<m 
«A fait fréquemment usage. Un des systèmes les plus 
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usités oonsTSte k prendre pthir cel usagé les angles 
MAM' et M'AP (fig. 3o), le prémier formé pai' le 
rayon vecteur AM avec sa projection sur 'un des plans 
rectangulaires, par exemple, sur le plan des le se- 
cond, formé par cette projection èlle-même avec l’axe 
des X. 

Soient ^ et # ces angles, ?■ le rayon vecteur , r sa 
projection, l’on anra 

x~ r coS , y =-r sin <p , z = r sin fl ; 
d’ailleurs r — r cos fl ; 

on aura donc' 

x=rcos^cosfl, y = r sin P cos fl, z=:rsinô. 

Pour embrasser dans ces formules tous les points de 
l’espace , il suffira de faire varier l’angle ip ou M'AP 
depuis o° jusqu’à 36o°, et l’angle fl ou M'AM depuis ô 
jusqu’à db 90®. Les signes que ces valeurs assigneront 
aux lignes trigonométriques , détermineront complète- 
ment les signes que doivent avoir les coordonnées x,y, s, 
selon le quadrans où sera situé le point auquel elles 
appartiendront ; et , puisqu’elles suffisent , il ne faudra 
attribuer aucun changement de signe au rayon vec- 
teur r. On devra se borner , comme précédemment , à 
le faire varier depuis zéro jusqu’à l’infini. 

JT V 

Dans les équations précédentes-,-, représentent 

les tangentes trigonométriques des angles que forment 
avec l’axe des z les projections du rayon vecteur sur 
les plans des xz et des yz. En divisant ces étpjatioAS 
membre à membre , on en tire 

X cosflcosp y cosflsinp^ 

Z sin ô' ’ s sin 9‘ 

Akisi , en représentant lés équatioUs du rayon vecteur 
par 

X xz az , y =: bz , 

* 
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ce qui est la forme que nous avons adoptée généralement 
pour les équations des droites menées |>ar l’origine des 
coordonnées , on aura 

cos 6 cos P cos 6 sin ^ 

a =: r , o = : ‘ 

sin < sinS 

Alors a et é représentent les tangentes trigonomé- 
triques des angles formés par l’axe des z avec la projec- 
tion du rayon r sur les plans des xz et desy's. On con- 
naîtra ainsi les valeurs de ces angles par les expressions 
précédentes , quand ^ et 4 seront données. 

loa. Ce que nous venons de reconnaître dans les 
exemples précédens, sur la constance de signe du rayon 
vecteur r, est une condition qui a généralement lieu 
dans tous les systèmes de coordonnées polaires , lors- 
qu’on fait varier les angles de manière à pouvoir porter 
indistinctement ce rayon dans toutes les directions. Alors 
les seules variationsde signes des lignes trigonoraétriques, 
déterminées par les valeurs des angles auxquelles elles 
appartiennent , suffisent toujours pour déterminer et 
indiquer la position des points. 

io3. Les questions que nous venons de traiter dans 
ces préliminaires sont en quelque sorte les élémens de 
tous les problèmes qui concernent l’application de l’Al- 
gèbre à la Géométrie. Les formules que l’on en déduit 
sont autant de méthodes générales dont l’usage revient 
sans cesse, et que l’on ne suppléerait qu’iraparfaitement 
par des constructions particulières qu’il faudrait re- 
commencer pour tous les cas. Mais , pour sentir le prix 
de ces méthodes , il est nécessaire de se familiariser 
avec elles par l’usage : c’est pourquoi nous les applique- 
rons à la recherche des propriétés des courbes et des 
surfaces du second ordre; et cét exemple qui fait l’ob- 
jet du reste de cet Ouvrage , suffira pour montrer géné- 
ralement comment on doit employer les procédés dont 
il s’agit. 
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CHAPITRE IV. 

£}es Sections du Cône. 

io4. Les courbes du second ordre sont aussi appelées, 
sections coniques , parce qu’'on peut les obtenir toutes 
en coupant un .cône droit à base circulaire par des 
plans diversement inclinés. G>mme ce mode de géné- 
ration commun établit cotre elles des analogies remar-i 
quaJdes, nous l’emploierons pour former leur équation 
générale. Nous di.sciiterons ensuite les diverses formes 
de courbes résultantes des modiücations particulières 
que cette équatioo.peut sul)ir; et, quand nous les aurons 
ainsi reconnues avec détail, nous prouverons que toute 
courbe exprimée par une équation du second degré , est 
nécessairement .identique avec une d’entre elles, i i..- 
io5. Soit (lig. .34) C le centre ducône,ZCO son axe; 
par un point quelconque O, pris sur cet axe à une di- 
stance donnée c du centre, concevons trois axes de 
coordonnées OX, OY, OZ /rectangulaires entre eux , et 
dont l’un,OZ, soit dirigé suivant l’axe du cénc même; 
appelons v l’angle constant OCB formé avec cet axe pa»' 
une quelconque des droites génératrices , et cberchons 
d’alwrd à déterminer l’équation du cône avec ces 
données. 

D’après les détinituvns précédentes, les coordonnées 
du centre C sont ar = o,^y = o.fZ t= tr; ainsi, les équa- 
tions d’une généf atrice quelconque , menée par ce point y 
seront jncccssa^rement de la forme 

* = a'(s — c), yz=:b'{z—c), 

lr.s“coeinclens a',tô',*ét.vnt constans pour la mémo géné- 
ratrice , et variables d’une génératrice è une autre. 
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Maintenant , toute génératrice doit former l'angle 
constant v avec l’axe du cdne; donc, puisque cet axe 
est ici celui des coordonnées s, on aura par le n* ^ , 

ou en iaisant dispai-aître le dénominateur du second 
membre , 

(a'* -4* h'*) cos* V = sin’f'. 

Cette condition subsiste pour chaque position de la 
droite génératrice; si l’on en chasse a' été', en met- 
tant au lieu de ces ooefliciens leurs valeurs générales 

résultat çn jc, ^* , «, ne sera plus par- 
ticulier à aucune des positions de la droite génératrice , 
mais il appartiendra à tous les points qui peuvent se 
trouver sur cette droite lorsqu’elle forme l’angle donné 
avec l’axe OZ. Ce sera donc l’équation de la surface co- 
nique engendrée par son mouvement. Cette sut)sti.tu- 
tion donne 

(^•* -f- X*) cos* U != (s — c)* sin* «•; 

d<{uatioii <(ui convient à tous les points de la surface 
conique. 

Si l’on voulait avoir l’intersection du cène }iar le 
plan même des ayj on n’aurait qu’à faire 2 nul , ce qui 
est le caractère de ce plan, et l’on aurait alors 
-f- X*) 00 s* = c* sin* i' , 
ou , eu divisant les deux membres par cos* v, 

_y* -f- X* = c* tang* t'. 

Cette équation ne convient plus qu’aux seuls poiuU 
situés sur la courbe d’intersection. Elle montre que la 
distance de tous ces points à l’axe du cène est constante 
et «gale à c tang c’est-à-dire que l’intersection est un 
•et'cle démit dans le plan des xy , autour du point O 
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cobuue centre , aycc c tang v pour rayon. Eu effet , CX> 
étant représenté par c , et l’angle BCO par «■ , c tang 
représente le célé OB du triangle générateur. 

io5. Prenons maintenant un nio<led’intersection plus 
général. Par le point B, extrémité du rayon OB, con- 
cevons un plan coupant IBl , mené perpendiculairement 
au plan des xz, et formant un angle quelconque BSC, 
Ou U avec l’axe du cône. Puis , cherchons l’équation de 
la courbe d’intersection IMBI. 

L’équation du plan coupant ainsi mené sera la même 
que celle de sa trace BS sur le plan des xz ( pages 106 
et i34). Or, cette trace doit passer par le point B, dont 
les coordonnées sont z = o,_y=o, x = c tangc; de 
plus, elle doit faire l’angle u avec l’axe des 2; son équa- 
tion sera donc 

Æ = c tang V -f- 2 tang M. (a) 

Pour tous les points de l’intersection , cette relation de- 
vra subsister en même temps que l’équation du cône. 
Donc si , entre elles , on élimine z , la relation en x , y, 
qui en proviendra, appartiendra à la projection de l’in- 
tersection sur le plan des xy. Ce sera l’équation ana-, 
lytique de cette projection. De même si , au lieu d’éli- 
miner 2 ,pn élimine x, le résultat en_y, a, appartiendra 
à la projection de l’intersection sur le plan des zy. 

Puisque notre plan coupant est mené par le point B, 
jious introduirons comme donnée la distance CB, que 
nous nommerons a. Alors, OB sera a sin ♦<; OC ou c 
sera a cos t' , et nos deux équations deviendront 

(y* -}- .T*) cos“ V’ £= (z — a cos *<)“ sin* (1) 

æ = n sin f' -|- Z tang «. (a) 

Jjn courbe d’intersection se trouve complètement dé- 
terminée par le système de ces deux équations , puisque, 
ai l’on se donne à volonté une des coordonnées d’un de 
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ses poinjis, par exemple x: , oq en peu( tirer aussitôt 
les valeurs de z et dc_y qui v correspondent. Mais alla 
d’étudier plus immédiateinent les particularités de 
sa forme, nous allons la rapporter à des ccordonnccs 
rectangulaires prises dans son plan même. Pour cela, 
portons l’origine de ces nouvelles coordonnées au 
point B , et comptons la première x' à partir de ce point 
sur la trace BS, taudis que la seconde j'', comprise 
dans le plan de la section , sera perpendiculaire à 
cette trace , et par conséquent parallèle à l’axe OY 
des coordonnées générales. Alors, si nous considé- 
rons un point quelconque de l’intersection, tel que M 
dont les coordonnées rectangulaires primitives sont 
OP, x; PQ, Z, et QM,_y; il faudra trouver les valeurs 
de ces anciennes coordonnées en fonction de KQ et 
de QM. Or, cela est très facile ; car, d’abord, la direc- 
tion des y n’étant pas cliaiigée , y est égal à y ; en 
outre, le triangle BPQ donne • ji'/l 


1 BP = ar'sin/*, PQ = x'coswj 
et puisque OH est a sin v , on 6 ura ‘ 

X = <2 sih V — x' sin »<■, 

Z — x' cos n. 


'• 1 t - i ^ 


•- ' : î 
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Ces expressions de x et de * satisfont déjà à l’équa- 
tion (a) , parce que la construction même qui nous les a 
données , exprime que les points M , auxquels elles s’ap- 
pliqucnt> sont situés dans le plan coupapt IMBI,carac^ 
térisé par cette équation. Une reste donc plus qu’à les sub- 
stituer dans l’équation (i), en y écrivant aussiy pour_y, 
et Fon aura l'équation' de la courbe d’intersection prise 
dans son plan même. Or, si l’on effectue cette substi- 
tution, et que l’on développe l’équation qui en résulte , 
il reste , après les réductions , 

j'’cos’t’-l-x'“5in (k -p ♦<) sin {u—“ f) ax’sin 3 sin (w-f- f) = o. 


(•^) 



DU CÙNE. 171 

En faisant varier dans cette «iquation l’angle u , formé 
par le plan coupant avec l’axe du cône , on peut donner 
successivement à ce plan toutes les directions possibles , 
autour de l’arête BC , et reconnaître les diverses formes 
qui en résultent pour la courbe d’intersection. Mais la 
série de ces résultats sera plus facile à suivre encore si , 
au lieu de «ou CSB, on prend pour variable l’angleCBS, 
qui mesure immédiatement l’inclinaison du plan cou- 
pant sur l’arête CB. Cette transformation est très facile, 
car, en désignant ce nouvel angle par t, on a, dans le 
triangle CBS , 

“+*'+^180“; d’où ^«-l-s»=i8o° — i\ U — »^i8o® — 

et, en substituant ces valeurs dans l’équation de l’in- 
tersection, elle devient 

y'*cos’«-f-a;'*sinisin(t-l-2t') — ax'sin 3<^sin i=o. (4) 

Alors, pour donner successivement au plan coupant 
toutes les directions possibles autour du point B , il 
suffira de faire varier l’angle i depuis o jusqu’à 180° ; la 
première valeur le dirigeant suivant BC, et la dernière 
le ramenant en BR , sur le prolongement de cette même 
droite après une demi-révolution entière. 

Partons delà première supposition qui donne l’angle i 
nul; alors , les deux derniers termes affectés du facteur 
sin i disparaissent de l’équation de l’intersection ; et 
celle-ci, réduite à son premier terme, donne 

y = Oi 

ce qui est l’équation de l’axe des x'. La courbe d’inter- 
srçtion se trouve donc alors réduite à cet axe , c’est-à- 
dire à la ligne BS ou BX', devenue coïncidente avec BC. 

Il est évident en effet que le plan d’intersection ne &it 
alors que toucher la surface conique suivant cette 
arête même. 

Partons de cette position , et faisons croître l’angle i 
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comme le re^ésente la üg. 35 . Alors le plaît FBI 
«XHinnencera à cooper la mppe DCB de la surface 
ceni^e suivant une courbe fermée ÿ et cette partictr- 
lapîté se soutiendra tant que la trace BSX' pourra 
aller couper Parête indéfinie CD opposée à CBjc’est-à^ 
dire tant que l’^gle i sera moindre que ifio° — ' av; car, 
à eStto limite , la trace BX' du plan coupant , et le plan 
coupant lui-même , deviendrait parallèle à Parète CD. 
Jwque-là , les angles » et i - 4 - av, seront Pun et l’autre 
moindres que 180 degrés ;.ainsi,leiirs9inus seront positifs; 
d’où l’on voit, que , dans l’équation delaconrbed’rntev- 
section , les coetficiens des termes en y'“ et ar'“ , seront de 
même signe. Cette courbe prend alors le nom ü ellipse ; 
elle' eolnprend, comme cas particulier, le cercle, qui 
s’obtient lorsque i — 90“ — v ; et elle se réduit à Un: 
simple point , lorsque a est mil ; c’est-à-dire quand le 
plan coupant est mené par le centre du cône même; 
oar alors-, l’équation ne contenant plus que ses deux 
premiers termes , qui sont tous deux positifs , ne peut 
être satisfaite qu’en faisant x' et y' nuis tous deux à la 
fois ; ce qui est l’équation de l’origine. 

Ceci nous conduit jusqu’à la limite où i— 180“ — ai'. 
Ace terme, la trace BX'du plan coupant devient paral- 
lèle S Paréte CD (fig. 35 ) ; et la courbe d’intersection ne 
trouvant rien qui la termine, s’étend indéfiniment dans 
ce sens ; mais elle est toujours située tout entière sur la 
même nappe du cône ; car le plan coupant étant parallèle 
à la génératrice extrême CD , ne rencontre pas la nappe 
opposée, qui est Kmitée par le prolongement de cette 
même génératrice. Dans ce cas , sin (i-f- av) devenant 
nul , le t ei ' t n e affecté de ifisparait dans l’équation de 

la cofXAiif «PîiiterseCtion’; ët CeuèN:i prend alors le nom 
de parahole. Lorsque' a est Oui , c’est-à-dire lorsque le 
plan coupant est mené par le centre C du cône , elle se 
rédiiït à une simple BgUe droite , qui est l’arête CD 
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rile-mêmc. Eli cfiFet, dans ce cas, l’équation ne conte- 
nant plus que son premier terme , ne peut être satisfaite 
qu’en faisant y' = o; ce qui est l’équation de l’axe des x\ 
Enfin , le plan coupant continuant do s’incliner sur la 
génératrice BC , commence à rencontrer les deux nappes 
de la surface conique , fig. 36 . Alors l’angle » surpassant 
i8o*-^2e, la somme i -f- ae surpas.se i8o®, et par 
conséquent, son sinusest négatif. Le coefficient des'* dans 
l’équation de l’intersection , se trouve ainsi négatif, par 
conséquent de signe contraire à celui de^'*. Dans ce cas, la 
courbe d’intersection s’étend indéfiniment sur les deux 
nappes de la surface con ique, et prend le nom ^ hyperboU. 
La dernière limite de ce genre de courbe s’ obtient lorsque 
» = 1 8o“ , ce qui dirige ce plan coupant suivant BR. Alors 
sin i devenant une seconde fois nul, l’équation de l’in- 
tersection se réduit à son premier terme , et donne 
y = o; 

c’est-à-dire qu’elle se réduit à l’arête BC elle-même j 
comme dans le premier cas que nous avons considéré 
au commencement de cette discussion. 

Lorsque a devient nul , c’est-à-dire lorsque le plàn 
coupant est mené par le centre du cône , les relation.s 
des angles i et v étant toujours celles qui conviennent 
à des hvperljoles , c’est-à-dire telles que le plan coupant 
rencontre les deux nappes de la surface conique , alors 
l’équation de l’intersection perd seulement son dernier 
terme ; et le coefficient de *'* devenant négatif, elle scr 
résout en deux facteurs linéaires réels, qui sont 
y cos — Jc' l/— sin i sin (/ -4-2i’)=o, 
y cos I' -J- x' v/— sin i sin (t -f- a e) =o. 

Elle représente alors le système de deux droites me- 
nées par l’origine des x, y', qui se trouve être le centre 
même du cône* Ces deux droites sont les deux généra- 
trices opposées , suivant lesquelles la surface cOnique 
«st alors coupée par le plan de la section. 
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En résumant cette discussioh, elle nous conduit a. 
établir les conséquences suivantes. 

Lorsque P on coupt un cône divit à base circulaire j par 
desplans diversement inclinés sur son a rej on ohtientpour 
intersection trois espèces de courbes distinctes ; savoir j 
des courbes fermées et rentrantes sur elles^mimes j qui 
s'appellent ellipses / des courbes indéfiniment étendues 
dans un seul sens j qui sont nommées paralioles / enfin j 
des courbes éUndues indéfiniment dans deux sens op- 
posés jet formées de deux branches séparées et distinctes; 
ces dernières reçoivent le nom ÿhjÿcrhoXGS. Le premier 
genre d’ inUrsection j l’ellipse j comprend j comme cas 
particulier, le cercle et le point] le second , la para- 
bole j comprend une ligne droiu unique j ou j pour par- 
ler plus exacUment , la réunion de deux droiUs paral- 
lèles; enfin J le troisième genre j V hyperbole j comprend 
le système de deux droites qui se coupent. 

JJ équation (3), qui représente ces divers genres d’in- 
tersection , donne des ellipses , des paraboles ou'' des 
hyperboles, selon que le coefficient de est positif, nul 
ou négatif celui de y* étant positif. Im nature de la 
courbe ne dépend que du signe de ce coefficient. 

Nous allons maintenant discuter en particulier cha- 
cune de CRS classes de courlies.Nous déduirons de l’équa- 
tion générale , modifiée pour chacune d’elles, leur jwsi- 
tion, leur forme, leurs caractères, leurs particularités; 
nous les comparerons ensuite les unes aux autres', pour 

découvrir leurs propriétés communes, 

Du Cercle. 

lo5. En coupant un cène droit à base circulaire par un 
plan perpendiculaire à son axe, et mené .à une distancée 
de son centre, nous avons eu pour l’équation de l’in- 
tersection 

’ = d' tang“ 
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OU , en représentant le produit c tang par une seule 
lettre R, 

** +y = R*. 

Dans cette équation , les coordonnées x , y, sont rec- 
tangulaires ( fig. 58 ). Ainsi , -i- _y' exprime la di- 

stance d’un point quelconque de la courbe à l’origine des 
coordonnées. L’équation précédente montre que cette 
distance est constante ; elle indique donc, par ce carac- 
tère, qu’en effetla courbe proposée est une circonférence 
de cercle dont le centre se trouve placé à l’origine des 
coordonnées : cette seule propriété sulbrait pour dé- 
crire cette circonférence j mais on peut de même , d’a- 
près l’équation , déterminer toutes ses autres propriétés 
et toutes les circonstances de son cours. 

Par exemple, si l’on veut connaître les points ou elle 
coupe l’axe des X, il sufQt de faire _y = o;. ce qui est 
le caractère des points situés sur cet axe ; alors l’équa- 
tion donne 

r = ±R. 

» 

Ce qui nous apprend que la courbe coupe l’axe desx 
en deux points difiënens, situés de part et d’autre de 
l’origine des coordonnées , et à une distance R de l’axe 
des jy. 

De même , en faisant 4 ; =: o , on aima les points où la 
courl>e coupe l’axe des j : cette supposition donne 

Ainsi, ces points sont au nombre de deux, situés de 
part et d’autre , et à une distance R de l’axe des x. 

Pour suivre la marche de la courlje dans les points 
intermédiaires , prenons en général la valeur de yf 
elle sera 

j = =t/R* — x‘. 

Les deux valeurs de y étant égales et de signes con- 
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traires, la courbe est symétrique au^olessus et aii'éle.S^' 
sous de Taxe des j*. 

Si l’on suppose x positif, les Taleurs tant positives 
que négatives de jr iront en décroissant depuis x = o, 
qui donne y = ± R, jusqu’à x =-(-R, qui donne 
y = O. Si l’on fait x plus grand que R, _y devient ima- 
ginaire ; ce qui montre que la courbe ne s’étend pas, du 
cété des X positifs , au-delà de l’abscisse x = -{- R. 

Les mêmes résultats se reproduisent en sens con- 
traire du c6té des X négatifs ; et l’on voit de même que 
la courbe ne s’étend pas, de ce côté, au-delà de l’ab- 
scisse X = — R. Elle est donc également symétrique de 
part et d’autre de l’axe des y, et elle est limitée sur les 
deux axes à la distance R de l’origine. 

106. L’équation proposée peut se mettre sous cette 
forme 

y=(R-f-a:)(R — ®). 

R-f-x et R — X sont les deux s^mens dans lesquels 
l’ordonnée y coupe le diamètre : cette ordonnée est 
donc moyenne projiortionnelle entre les deux segmens. 

107. On trouve de meme que deux cordes, menées 
des deux extrémités d’un diamètre à*un même point de 
la courbe , sont perpendiculaires l’une à l’autre. En 
effet , si , par le point B', pour lequel _y = o et x = — R , 
on mène une ligne droite inclinée d’une manière quel- 
conque , elle aura pour équation 

y = a(x-f R). 

Si par le point B , pour lequel y~o et x = -f-R, 
on mène une autre droite pareillement inclinée d’une 
manière quelconque, elle aura pour équation 

^ = a'(x — R). 

Ges droites ainsi menées arbitrairement , pourraient 
se rencontrer dans un point quelconque; mais, si l’on 
veut que leur point d’intersection se trouve sui- la.eir- 



DU CEnCLE. 


177 

conférence du cercle, il faudra (juo leurs équations 
subsistent en même temps et avec celle de cette cir- 
conférence , c’est-à-dire qu’elles soient satisfaites par les 
mêmes valeurs de y et de x. Cette supposition donne 
trois équations entre ces deux, variables , et par consé- 
quent une de plus qu’il ne faut pour les déterminer. 
On pourra donc, eu éliminant ces vaiÿables, parvenir 
à une équation qui ne les contiendra plus, et qui devra 
être satisfaite pour que les deux droites puissent se 
couper sur la circonférence : cette équation sera évi- 
demment entre les quantités a et a', qui déterminent 
leur direction. 

Pour l’obtenir, il faut donc combiner ensemble les 
trois équations 

y =a(A-f-R), 
y =a'(x — R), 
y=R“ — X*, 

de manière à en chasser x et y. On y parviendrait sans 
doute en prenant les valeurs de ces deux varialdes dans 
les deux premières équations , et les substituant dans 
la troisième ; mais on arrivera plus simplement au 
même but , en multipliant d’abord les deux premières 
équations membre à membre; ce qui donne 
y' ~ ad (x* — R“). 

Puis, divisant ce résultat membre à membre, par l’é- 
quation du cercle 

^» = R*—x*. 

Alors les variables x,y, disparaissent, et il reste 
ad ■=. — 1 , ’ ou ad -4- i = o. 

Or, d’après le n® 5o , cette relation entre les coefiBciens 
rt et a', est celle qui est nécessaire pour que deux droites 
menées dans un même plan soient perpendiculaires 
entre elles. Puis donc que cette relation a Ueu entre 
les droites qui sont menées par les extrémités opposées 
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d’im mètiii; iliamèfi’(!, et qui se rencontrent sur la 
ciroonfcrencc , on en doit conclure qu’elles sont per- 
l>e.ndiculaires l’une h l’autre. 

jo8. Ou voit, par cet exemple, que, lorsqu’on doit 
cuinliiiier ensemble plusieurs équations pour en éli- 
miner certaines quantités , il est quelquefois possible 
d’abréger l’opér.ation par des procédés plus ou moins 
ingénieux; mais, en profitait de ces arlilices pour 
rendre les calculs plus élégans et plus simples , il ne 
faut jamais voir, dans les cbangemens qu’ils opèrent , 
(pie le résultat et l’effet de l’élimination. 

Et comme les divers procédés que l’on peut employer 
jiour éliminer , introduisent quelquefois des facteurs 
étrangers à la question , qu en font disparaître , il fau- 
dra s’assurer que l’on a réellement trouvé le nombre 
de facteurs convenable , ce qui sera toujours indiqué 
p.ir le nombre et le degré des équations entre lesquelles 
on a dù éliminer. 

109, Par exemple, dans le cas précédent, si l’on eût 
d’alxird cherché directement les valeurs de_y et de x , 
au moyeu des deux premières équations (|ui appartien- 
nent aux deax lignes droites , l’élimination aurait 
donné 


aaa 


-R, .R. 

a — a a — a 


En substituant ces valeurs dans l’équation du cercle, 
et réduisant tous les termes au même dénominateur, on 
trouve 

aa' (aa' 1 ) = o. 

Cette équation peut être satisfaite de plusieurs ma- 
nières. D’abord, en faisant aa'-j-i =0, ce qui donne le 
résultat que nous avons déjà obtenu par l’autre marche; 
secondement, en faisant a=o ou <i' = o, ce qui si- 
gnifie que, si l’une des deux lignes est dirigée suivant 
l’axe des .v, l'autre ligne. peut être menée survant telle 
$ 
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«lireclion ijue l’on voudra. Il ost visible, en effet, que 
dans celle dernière supposition , les deux droites se 
couperont toujours sur la circonférence du cercle, 
puistju’cllesse rencontreront à l’extrémité du diamètre; 
mais cette solution, quoique vraie , était étrangère à la 
propriété que nous voulions découvrir : c’est pourquoi 
nous avons pu nous dispenser d’y avoir égard. 

Il O. En général, en suivant la marclie que nous ve- 
nons d’indiquer , on déduirait de la seule équation du 
cercle toutes les propriétés que démontre la Géométrie 
élémentaire; et la raisongn est, que ces propriétés sont 
des résultats de sa définition , dont l’équation proposée 
n’est que la traduction anÿytique. , 

Réciproquement, en partant d’une des propriétés 
caractéristiques que nous avons démontrées , et repre- 
nant d’une manière inverse la marche que nous avons 
suivie, on retomberait sur l’équation du cercle, si’cette 
propriété ne convenait qu’à lui seul; auquel cas, elle 
serait équivalente à sa. définition. Cql^^riverait, par 
exemple, si l’on demandait que l’ordonB^ùt moyenne 
proportionnelle entre les deirx segmen^ou'*que les 
droites menéesdes deux extrémitésdela ligne Biy, fi^38, 
se coupassent à angles droits sur la courbe; mais on ne 
reviendrait pas jusqu’au cercle, si l’on choisissait quel- 
que autre propriété qui convint en meme temps à 
d’autres ligues. Par exemple , il ne suffirait pas de de- 
mander que la courlie fut symétrique au-dessus «t 
au-dessous de l’axe des x , ou qu’elle passât par lûs 
quatre points li. B', D, D'; parce que, bien que ce 
soient là des propriétés du cercle, 11 peut y avoir, et il 
y a eu effet d’autres courbes qui en jouissent également* 
1 1 J . La forine- qne nous venons d’examiner n’est pas 
la seule sous laquelle se présente l’équation du cercle; 
elle change avec la position de rorigiue desoooFdoonééS. 
Si, par exemple, au lieu de compter les abscisses du 
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point A, nous voulions les- compter île l’extrémité B' 
du diamètre BB', et toujours dans le même sens, alors, 
pour un point quelconque TVI, dont l’ancienne abscisse 
serait AP, la nouvelle serait B'P; et, en ncHumant a/ 
ces dernières, on aurait 

X = x' — R. 

Substituant cette valeur de x dans l’équation 
y+**=R% 

elle deviendra 

+ — î^'=o. 

Dans cette équation , x- =ô donne y = o , parce que 
l’origine des coordonnées e^jun point de la courbe. En 
suivant la marche des valeurs qui en résultent pour les 
coordonnées des autres points , on reconnaîtrait pa- 
reillement qu’elle représente une circonférence de 
cercle, et l’on en verrait naître lés diverses propriétés. 

Ainsi, ^ x'^-{-y* exprimant la distance MR d’un 
point de la com||pà la nouvelle origine R, et le carré de 
cette ^tai^lPlRant, d’après l’équation même, égal an 
pr^uit drftliamètre aR par l’abscisse x' ou B'P, on re- 
comaît cette propriété de la corde, d’être moyenne 
proportionnelle entre le diamètre et l’abscisse corres- 
pondante. 

La forme sous laquelle nous venons de mettre l’équa- 
tion du cercle , est celle sous laquelle on la déduirait 
de l’équation générale dans laquelle nous avons em- 
brassé toutes les sections du cône, page 171; car, dans 
cette équation , l’origine des coordonnées" est pareille- 
ment placée sur un des sommets de la courbe. Eu efièt , 
pour que l’intersection soit un cercle, il faut rendre' le 
plan coupant perpendiculaire à l’axe du cône, ce qui 
exige que l’on fasse t-f-V = 90“, ou i = 90° — y dans 
l’équation dont il s’agit; ainsi particularisée , elle devient 

y’’ cos“ V -f- v'* cos’ y — ax' sin 2 y cos y = o. 
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G)mme sin a est égal h a sin v cos v , tous les termes 
sont divisibles par cos* effectuant donc cette réduc- 
tion , il reste 

y'* 4* ■* * — aa*' sin V = O ; 

équation identiquement la même que celle à laquelle nous 
venons d’arriver tout à l’heure; car, d’après la fig. 34, 
"a ‘étant la distance CB , comptée sur l’arête extrême du 
cène, laquelle forme l’angle f avec son axe , le produit 
a sin V représente évidemment le rayon OA de la sec- 
tion circulaire que nous avons désignée depuis par R. 

lia. L’équation d’une circonférence de cercle doit 
toujours exprimer que la distance des points de la 
courbe à un point donné est constante ; elle doit tou- 
jours se rapporter à la formule que nous avons donnée 
( n° 39 ) , pour exprimer la distance de deux points. Si 
donc x’, y', représentent les coordonnées du centre de 
la circonférence , R son rayon , et x ,y, les coordonnées 
d’un quelconques de ses points, on aura toujours 

(x-/)*-f- (/-/)* = R*. 

Telle est par conséquent l’équation la plus générale 
de la circonférence du cercle rapportée à des axes rec- 
tangulaires. L’origine des coordonnées ne se trouve plus 
placée ici , comme dans les exemples précédons , au 
centre même du cercle, ou sur un point de sa circonfé- 
rence, mais en un point quelconque de son plan. 

En faisant y = o , pour avoir le point où la courbe 
coupe l’axe des x, on trouve 

X = a;' ib v/R“ •— j/* ; 

et en faisant x = 0 pour avoir les points où elle coupe 
l’axe desy, on trouve 

y=y dil/R*— x'*. 

La première de ces expressions devient imaginaire 
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quand est plus grand que R , et la seconde , quand x 
est plus grand que R. En effet, si les distances x:',y , 
du centre du cercle aux axes des coordonnées surpassent 
le rayon de ce même cercle, il ne rencontre point ces 
axes ; et , selon le signe propre des coordonnées x , y , 
de son centre, il se trouve pLicé, par rapport à eux, 
comme il l’est dans une des ligures Sg , 4o , 4 1 , 4a. . - 

1 13. En général, les diverses positions dans lesquelles 
une courbe peut être placée relativement à l’origine des 
coordonnées, font paraître son équation sous diverses 
formes, qui peuvent toujours se réduire les unes aux 
autres, puisqu’elles ne sont jamais que l’expression 
analytique de sa définition. Celle que nous venons de 
donner ici à l’équation du cercle , est non-seulement la 
plus générale, mais c’est encore la plus commode à 
employer, parce qu’elle fait immédiatement recon- 
naître les élémens nécessaires à la construction effec- 
tive du cercle; savoir, les coordonnées de son centre 
et .son rayon. Aussi , lorsqu’on veut voir si une équation 
du second degré se rapporte à un cercle, et à quel 
cerde elle se rapporte , il n’y a rien de mieux à faire 
que d’y completter les carrés des termes qui contiennent 
les variables, et de voir si, par* cette modification, on 
peut la ramener à la forme précédente. Par exemple , 
si l’on supposait l’équation 

Ay* -j- By -j- Ax’ ■+• Cx = D , 
on commencerait par diviser les deux menilwes par A , 
et, en complétant les carrés des] termes variables , on 
verrait qu’qUe peut se mettre sous la forme 




B'-(-C“4-4AD 


4A“ 


Alors, on en conclurait qu’elle représente un cercle 


, , /B'-î-C‘-f- 4A1) , , 

ayant pour rayon y/ ■ , et dont le centre 
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est placé CH un point qui a jjour abscisse — ~ , [K)ur 

P 

ordonnée p. Ce cercle se trouve donc ainsi défini 

par les valeurs numériques de ses élémens , puisque les 
coelficiens A, B,C sont supposés des nombres connus j 
et l’on pourra immédiatement le construire en appli- 
quant i ces coellieiens ainsi qu’aux nombres inconnus 
a.', y, les principes d’homogénéité établis dans le n° 6. 

Ici , les deux coefficiens de et de étaient égaux ; 
supposons maintenant qu’ils soient inégaux, et que l’on 
ait, 2 ’ar exemple, 

• Ay* -f- D)/ -1 - A'æ“ - f- C j; = D, 
alors , en considérant à part les ternies en y qui peuvent 

SC mettre sous la forme A , on verra aisé- 

ment qu’ils SC cliangeront en un carré, si l’on ajoute 
entre les parenthèses les termes en a-, considérés 

de même, deviendront d’abord A' ^ et se 

changeront en un carré, si l’on ajoute entre les jiareu- 

C' 

thèses Alors, par compensation , il faudrait ajou- 

B” B” 

1er au second membre les termes A . t-t-t , ou — , et 

4A“ 4A 

C“ C* 

A'. — ou' de sorte que l’éqUation ainsi trans- 
formée, deviendra 

Or , soit qu’on divise les deux membres par A , A' ou 
par toute autre constante quelconque, on ne pourra 
jamais réduire le premier membre à exprimer que le 
carré de la distance de deux certains points , est con- 
stante, puisqu’il faudrait, pour cela, que les carrés 
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des termes en _y et en * eussent un même coefficient 
qui pût être enlevé par la division. L’équation proposée 
ne peut donc pas représenter une circonférence de 
cercle ; et , en effet , on verra plus tard qu’ elle appartient 
à une ellipse , si les coelliciens A et A' sont de même 
signe; à une hyperljole, s’ils sont de signe différens; 
enfin , à une parabole, si l’un d’eux devient égal à zéro. 

1x4. Reprenons maintenant l’équation la plus simple 
du cercle , 

et cherchons à former l’équation d’une droite qui lui 
soit tangente. Pour cela, nommons x“,y", les coordonnées 
du point de tangence : on aura entre elles la relation 

x"*4-y'*=R*- 

La tangente étant une ligne droite et passant par ce 
point, son équation sera de cette forme, 
y—y“ = a{x — x"). 

11 ne reste plus qu’à déterminer a. 

Pour cela, nous considérerons la tangente comme 
une sécante dont les deux points d’intersection avec la 
courbe se réunissent en un seul , et nous emploierons 
cette propriété pour la définir. 

Cherchons ddhc généralement les coordonnées d’in- 
tersection d’une sécante quelconque avec la circonfé- 
rence : cés coordonnées doivent satisfaire simultanément 
pours;,^, aux trois équations précédentes; car les points 
auxquels elles appartiennent ’se trouvent en même 
temps sur la circonférence et sur la droite. 11 faut donc 
combiner ces équations ensemble, pour en tirer les 
valeurs des coordonnées ]>ar l’élimination. Or, en re- 
tranchant la seconde de la première, il vient 
y^ — y"“ -j- — x"“ = o , 

0“ O'+j'") {y — y") + (*-+• x") {x — x") O. 
Mettant pour y sa valeur -f- a — x"), tirée de 
l’équation de la droite, on a 4 


DU fEU<'l-E. 


i85 


■[ ’Miy" + a* (.T — x") -i- X + — x") = O. 

Cette équation donnera généralement deux yaleurs 
de X, parce qu’il y a généralement deux points qui 
peuvent être communs à la droite et au cercle : une de 
ses racines est 

X = x" ; 

valeur qui, étant substituée dans l’éqiration de la 
droite , donne 

y =/;• 

parce qu’en elTet le point, dont les coordonnées sont 
X* et y", est déjà commun à la droite et au cercle : 
l’autre facteur étant égalé séjiaréiuent à zéro , donnera 

nay“ a” (x — x") -f* - 1 - x" = o. 

Cette équation fera connaître l’autre valeur de x, 
c’est-à-dire l’abscisse db second point d’intersection; 
mais il faudra, pour cela, que a soit donné, c’est-à- 
dire, que la direction de la sécante soit connue; et l’on 
sent en effet que ces deux quantités sont dépendantes 
l’une de l’autre. 

Dans la recherche qui nous occupe , nous ne con- 
naissons pas la direction de la tangente, mais nous sa- 
vons qu’elle doit être telle , que les deux points d’inter- 
section se réunissent en un seul : en sorte que , si l’on 
connaissait la valeur de a qui lui est propre, et qu’on, 
la substituât dans l’équation précédente , la seconde 
valeur de x, que cette équation détermine, serait cei^ 
tainement x”, comme la première. Par conséquent , si 
nous mettons x* au lieu de x dans l’équation précé- 
dente, la valeur de a , qui en résultera , sera nécessaire- 
ment celte qui convient à la tangente. Cette substitu- 
tion fait disparaître le terme multiplié par a’ ; l’équation 
se réduit ainsi au premier degré, et devient 

x" 

2ny" 2x" = o; d’où a — 
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Cette manière de déterminer a, enélndaiit la n-soln- 
tion de l’équation qui contient a“, pourrait donner 
lieu, en apparence, à quelque dilliculté; car si l’on 
résolvait directement cette équation qui est du second 
degré , en désignant par a et a" ses deux, racines , on 
trouverait 

_ —y" + Vf" — (- 1 ^ 4- -ï-'") (-r — x) 

il — ■ » • ' ) 

X — X 

— ~ y — v^.y' * ~ ~ ) 

X — x“ 

Si, dans ces expressions ,on suppose a: =x" jwur les 
approprier particulièrement à la tangente , le numéra- 
teur et le dénominateur de n' deviennent nuis en même 

temps; ce qui donne a' = Mais, dansa", le dénomi- 
nateur seul devient nul ; le numérateur se réduit à 
— uy"-, et il en résulte a" — valeurs qui ne 

semblent pas s’accorder avec ce que nous avons trouvé 
par la première méthode. 

Pour résoudre cette petite dilliculté , occupons-nous 
d’aliord de a. Si nous multiplions le numérateur et 
le dénominateur de la fraction qui l’exprime , par le 
facteur y" + multi- 

plication ne changera rien k sa valeur ; or , par ce 
moj en , on trouve 

{x - x" } [y" + \/y‘ -(x + x") (x - x") ) ’ 
ou en réduisant 

_ — (x-t-x") (x — x") 

(x-x") (/ 4-1/y- (x-fx") (x - x")- 

Cette opération a donc fait disparaître les y' du nu- 
mérateur; de plus, les deux termes sont devenus divi-_ 
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sililes par j: — x" -, circctuant cette division cpii siia- 

plifie a, il reste ^ 

— [ j : 4 - x" 

y° + v^/“— 

Si maintenant, dans cette expression, on fait x=x", les 
deux termes de la fraction ne deviennent plus —, mais 
ils se réduisent à — 2x" et ay"; de sorte que l’on a 



C’est précisément la valeur que nous avions tromco 
par notre première métliode. 

On voit , par cette analyse , que , si la valeur de a s’est 

d’abord présentée sous la forme ^ , c’est parce que le 

numérateur et le dénominateur de la fraction qui l’ex- 
prime, contenaient implicitement le facteur x — x" , 
qui s’évanouit quand x-x=x'. Mais, la transforma- 
tion que nous avons fait subir à cette fraction, ayant 
mis le facteur x — x" en évidence, nous avons pu l’eu 
dégager; après quoi les deux termes de la fraction ne 
se sont plus évanouis. L’analyse offre souvent des exem- 
ples de quantités qui se présentent ainsi sous la forme 

de mais c’est toujours par l’effet d’une condjinaison 

analytique pareille à celle que nous venons de déve- 
lopper. Et alors , comme dans le cas actuel , on ne peut 
obtenir la véritable valeur de ces quantités , qu’apres en 
avoir dégagé les facteurs communs, qui leur font prendre 
cette forme eu s’évanouissant. 

Examinons maintenant la seconde valeur de a, que 
nous avons <lésignéc par a". Celle-ci se réduisant à 

uy" ^ I 

quand x = x", il .s^jBSuit rrii’alor.s ~ est nul. Or, 
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^ est la cotangente de l’angle dont a* est la tangente 

trigonométriquc. Cet angle ayant sa cotangentc nulle , 
est donc ^al à go“, et par conséquent la seconde valeur 
de a" appartient à une ligne droite perpendiculaire à 
l’axe des x. 

Ce résultat, quoique étranger à celui que nous nous 
étions proposé d’obtenir, est cependant une conséquence 
des conditions analytiques que nous avons établies. En 
effet, nous avons écrit d’abord que la sécante était une 
ligne droite menée par le point de la courlie dont les 
coordonnées sont x", y". Et comme nous avons trouvé 
que cette sécante avait encore avec la courbe un autre 
point d’intersection, nous avons voulu que ce second 
point coïncidât avec le premier. Mais nous n’avons écris 
cette coïncidence que pour les abscisses; car nous avons 
dit que l’abscisse de ce second point était aussi égal 
à x", sans rien prononcer sur son ordonnée , qui n’en- 
trait point dans notre équation. La résolution générale 
de celle-ci devait donc, outre la tangente , nous donner 
aussi une ligne droite perpendiculaire à l’axe des x, 
puisque cette droite satisfait évidemment aux conditions 
imposées , de passer par le point donné de la courbe dont 
l’abscisse est x", et de la couper encore dans un autre 
point dont l’abscisse est encore cette même valeur. 

Dans la première méthode , où nous évitions la résolu- 
tion de l’équation du second degré , nous faisions dispa- 
raître le terme n’ (x — x") , en faisant x — x” nul. 
Nous exprimions par là que la droite ou les droites que 
nous voulions obtenir étaient celles qui satisfaisaient 
aux conditions d’intersection exigées, et pour les- 
quelles en outre la valeur de a n’était point infinie. 
Cette limitation restreignait l’équation aux seules va- 
leurs de a , qui pouvaient donner des tangentes à la 
courbe. Et le résultat n’ayant donné qu’une valeur 
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unique , il s’ensuit que, pour chaque point, donné de 
la circonférence d’un cercle , la tangente est urAjue 
aussi. On voit, par cette discussion, que la première 
méthode était aussi exacte que l’autre; mais elle était 
en même temps plus élégante et plus directe. 

1 1 5 . La valeur de a étant déterminée , il ne reste 
plus qu’à la substituer dans l’équation de la tangente, 
qui devient 

En la réduisant , et observant que les coordonnées 
appartiennent à un point de la circonférence 
du cercle , on peut lui donner cette forme très simple , 

*■ yy ” + 

La valeur que nous venons de trouver pour a étant 
unique, il s’ensuit qu’il n’y a, pour chaque point de la 
courl)e , qu’une seule droite qui jouisse delà propriété 
par laquelle nous avons défini la tangente : on peut 
d’ailleurs s’assurer à posteriori j que cette définition est 
exacte : car la droite qui en résulte est tout entière hors 
du cercle , excepté dans le seul point qu’elle a de com- 
mun avec lui. 

Cela se voit très simplement au moyen des équations 

— R“, 

=R>, 

dont l’une appartient à la tangente, et dont l’autre si- 
gnifie que le point de tangence est sur la circonférence 
du cercle. Si l’on double la première de ces équations, 
et qu’on la retranche de la seconde, il vient 

y — 4- — ^xx" = — R*. 

En ajoutant ac“-f-y/*à chacun des deux membres, le 
résultat pourra se mettre sous la forme 

{y — /)• + (x — x")* = x“ -f-y'* — R". 
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Ij<; jn’oim!*r menilwe «IccclU' ôquation nous donne ainsi 
ia >a*ïeur de oc’ + points qui sont 

situés sur la tangente. Or, puisque cette valeur est la 
somme de deux carrés , elle est toujours positive , 
excepté lorsque ces carrés sont nuis ; ce qui donne 
x = x“ et ^ = Par conséquent, tous ces points, 
excepté celui de tangence , sont hors de la circonférence 
du cercle; car, dans l’ intérieur de cette circonférence, 
on a — R*<[o; sur la circonférence même, 

x^+y’" — R* = o; et au dehors , x‘ -f-y^ — R* >■ o. 

116. Une ligne droite menée par le point de tan- 
gence perpendiculairement à la tangente, se noniiue 
une nornuiU. Si nous supjiosous pour son équation 

y—y“—a\x — x), 

la condition d’élre perpendiculaire à ia tangente don- 
nera 

y' 

ao'-j-i = o, ou = 

Ainsi , l’é<juatloii de la normale est pour le cercle, 

ou en réduisant, 

yx"—y"x = o. 

Cette ligne passe donc par l’origine des coordonnées, 
qui est ici le centre du cercle ; d’où l’on voit naître 
cette propriété connue dans les élémens de Géométrie , 
que la tangente à la circonférence est perpendiculaire 
à l’extrémité du rayon qui passe par le point tic tan- 
gence. 

117. Nous avons supposé jusqu’ici le point de tan- 
gence donné sur la circonférence ; regardons-le main- 
tenant comme inconnu, et proposons-nous de le déter-* 
miner de' manière que la tangente passe par un point 
donné hors du cercle. Soient x', y , les coord onuéesde 
ca point ; puisqu’il doit cire sur la taugenlc , il doit sa- 
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lisfaire à rtVjuaiiou de cette 1 igné ; co fjui cxige'qu’onait 


yy’q_x'x" = R“; 

(0 

on a , de plus , 


y"’^ -f x"* = R*. 

{^) 


Ces deux équations serviront à détcrnïiner les coordon- 
nées du point de tangence en fonction de R, 

et des coordonnées x' , y, du point donné. En sulisti- 
tnaut ces valeurs dans l’équation delà tangente et dans 
celle de la normale, elles seront entièrement détermi- 
nées, et satisferont aux conditions demandées. 

Les équations précédentes étant du second degré , 
ilonneront pour x" et y" deux valeurs. Il en résultera 
])ar wmséquent deux points de tangence , et l’on pourra 
mener au cercle deux tangentes qui passeront par le 
point donné. 

1 18. Mais, au lieu d’cflecluer directement cette éli- 
min.';tion , et de calculer les valeurs de x" et de y" par 
l’extraction des racines carrées, il sera plus élégant et 
plus simple de cUerclier à déduire îles équations pro- 
posées d’autres équations éqiâvalcntcs , mais faciles à 
représenter parla Géomctrftî , et dont la construction 
donne immédiatement les valeurs clicrcliées. En effet , 
c’est un principe d’ Algèbre, que l’on peut substituer 
au système de deux équations deux autres équations 
qui s’en déduisent. 

Or, si l’on retranebe la première équation de la se- 
conde , on trouve 

/= —yY _j_ ar"» — x'x* = o; 
résultat qui peut être mis sous la forme 





+ 

4 


En le comparant avec l’équation la plus générale du 
«cercle trouvée dans l’article 1 1 2 , on voit que le point 
<le tangence qui a pour coordonnées x", y", se trouve 
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sur uuocirconfcmicc de corclo dont les coordonnées du 


centre sont 






, et dont le ra von est V/ 

2 ' 2 ^ V 4 

Cette circonférence a donc pour diamètre la distance 
du jjoint donné au centre du cercle, ou.\/ x'‘+y'^. 

Or, le point de tangence doit se trouver sur la cir- 
conférence du cercle donné, et dont l’équation est 


y"‘‘ + x'‘ = R». 

Il se trouvera donc en même temps sur ces denx 
circonférences, et sera conséquemment donné par leur 
intersection; ce qui est en effet la construction que l’on 
indique dans les élémens de Géométrie. De plus , les va- 
leurs de X* et de _y" seront doubles, puisque, d’après 
leurs positions, ces circonférences se 'couperont en 
deux points; et ainsi, il y aura généralement deux 
points de tangence. 

Cette construction indique même les cas où le pro- 
blème devient impossible ; ce sont ceux où le point 
d’où l’on propose de mener la tangente , serait intérieur 
à la circonférence du premier cercle , car alors les deux 
circonférences seraient intérieures l’une à l’autre, et 
par conséquent ne se couperaient pas. ' 

Cette circonstance est également indiquée par l’ana- 
lyse; car , si l’on élimine x" entre les deux équations 

(,) yy + xV' = R% y'’‘-Hx"“ = R% (2) 
on trouve, pour déterminer y', l’équation 

y. (x'‘ +y *) - = r’ - ro , 

qui, étant résolue par rapport à y, donne, après les 
réductions, 

V» - f 1 

y — a-'^+y» — V (i'.+y*)> 

ou, en faisant sortir les facteurs carrés de dessous le 
radical, 
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r'*+y‘ 


±: — -r »/x'* +y — 


celte valeur étant substituée clans la première équa- 
tion , entre x'' etj’", il en résulte 


' = — R. 


La quantité c[ui reste sous le signe radical sera réelle, 
nulle ou imagina ire, selon que l’onaurax'*-f-y“— R“>o, 
x'*-l-y * — R“ = o , — R’ < O. Dans le premier 

«as , il y aura deux, points de tangence réels ; dans le 
secxmd, il n’y eu aura qu’un seul , dont les coordonnées 
seront y etx'; dans le troisième, il n’y en aura point 
du tout. Aussi , dans le premier cas, le point donné est 
extérieur <»> cercle proposé ; dans le second , il est 
situé sur sa circonférence ^ dans le troisième, il lui est 
intérieur. 

119. Si l’on eût ajouté les équations en y" et x* au 
lieu de les retraneber l’une de l’autre, on aurait encore 
trouvé pour le lieu du point ^ tangence l’équation d’un 
<«rcle; mais ce cercle aurait eu son centre placé au 
point dont les coordonnées sont — ; x , — jy', et son 


rayon eût été 



x'*-l-y 

4 ' 


Ce rayon eût donc 


été lieaucoup moins simple à construire que celui de 
notre premier cercle. Ainsi , la combinaison qui à 
donné celui-ci , doit être évidemment préférée. 

lao. Cherchons maintenant l’équation de la corde qui 
passe par les deux points de tangence. SI nous représen- 
tons les coordonnées de ces points par x', y'; x", y", 
la droite dont il s’agit devant les contenir, aura pour 
équation 
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« et /3 étant des constantes indéterminées; si on la com- 
bine arec l’équation du cercle 

a:‘+y=R*, 

elle devra donner, pour racines, les coordonnées des 
deux points de tangence qui lui sont communs avec le 
cercle; ainsi, les valeurs de ces coordonnées, désignées 
ici généralement par x, y , devront être les mêmes que 
celles desx",^", données par les équations (i) et (a). 
Or, dans l’un et l’autre système, l’équation du cercle 
est de même forme. Donc, pour que les résultats de 
l’élimination s’accordent dans ces deux systèmes , il 
faudra que l’équation de la droite soit aussi de même 
forme, en changeant les x" en x, et les_y* en_y; d’après 
cela , cette équation de^xa donc être 
yy' + xx' = R*, 

comme le calcul effectif nous l’avait donné. 

On aurait pu encore parvenir à cette conclusion 
d’une manière plus analytique et plus directe; eu effet, 
puisque les équations 

yy + x'x' = R‘, (1) 

x»‘+y =R*, (2) 

étant combinées par l’élimination , doivent donner pour 
x^ ety les coordonnées des deux points de tangence , il 
n’y a qu’i construire le lieu géométrique qui représente 
chacune d’elles , en y considérant x*, y", comme va- 
riables, et les points cherchés seront déterminés par 
l’intersection de ces deux lieux. Or, en les considérant 
ainsi , la seconde représente le cercle même sur lequel 
en effet les deux points de tangence se trouvent tou- 
jours; et la première représente une ligne droite dana 
laquelle x' et y" sont les Coordonnées d’un point quel- 
conque. Cette droite est donc la corde même , supposée 
prolongée indéfiniment, 

i3.. 



Soient a et b le.i coordonnées d’un point quelconque 
lituc sur cette corde : les valeurs de <z et de £ devront 
satisfaire à l’t-quation qui la représente, c’est-à-dire 
qu’on aura 

, > £y4.ai'=R*. (3) 

Maintenant , concevons que l’on fasse varier la posi^ 
tion du point M' auquel les coordonnées x',y' , appar- 
tiennent; et, à partir duquel les deux tangentes sont 
menccS. U en résultera deux autres tangentes, deux 
autres points de tangence, et une autre corde diffé- 
rente de la précédente. Mais , parmi toutes les positions 
nouvelles que l’on peut ainsi donner au point M', il en 
est une infinité qui sont telles, que la corde menée par 
les points de tangence passera encore par le même 
point dont les coordonnées sont a cih\ et ces positions 
sont toutes celles dont les coordonnées satisfont pour 
y', X, Pt à l’équation (3). Or, en regardanty et x' comme 
variables , et a et t comme constantes , cette équation 
représente une ligne droite qui rencontre l’axe des x à 

, R"" 

une distance de l’origine égale à -^, et l’axe des ^ à 

, R’ 

une distance de l’origine égale à — ; de sorte que 

l’on peut aisément la construire quand a et & sont 
•connues. Donc, si de tous les points de cette droite on 
mène deux tangentes au cercle, et que, pour chaque 
couple pareil , on trace la corde qui passe par les deux 
points de tangence , toutes ces cordes se couperont an 
point dont les coordonnées sont a et b. 

lal. Si , par ce point d’intersection , et par le centre 
du cercle, on conçoit une ligne droite, l’équation de 
celle-ci sera 



Or, dans l’équation (3), mise sous la même forme, le 
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coeBicient de x' est 



c’cst-à-dire qu’il est l’in- 


verse du précédent, avec un signe contraire; d’après ce 
•caractère , les deux droites que ces équations repré- 
sentent , sont perpendiculaires l’une à l’autre. 

De là résulte une construction bien simple pour 
trouver la droite, qui contient les sommets des couples 
de tangentes, quand on connaît le point de concours 
des cordes, et réciproquement. En effet, soit O ce point 
(fig. 43). S’il est donné, tirez du centre du cercle le 
rayon CO , que vous prolongerez indéfiniment Par le 
point O , menez une corde perpendiculaire à ce rayon , 
et par les deux points M'', M", où elle coupe le cercle, 
menez deux tangentes qui iront couper en un point 
quelconque M', le prolongement du rayon CO. Ce point 
M' appartiendra évidemment à la droite cherchée LL; 
alors il ne restera plus qu’à mener cette droite perpen- 
diculairement à CO. On voit même qu’il suffit de mener 
âne seule des deux tangentes pour déterminer M", 
puisque ce point doit se trouver sur le prolongement 
de CO. 


Réciproquement, si la droite LL est donnée, mc- 
nez-lui la perpendiculaire CM', à partir du centre. Puis, 
du point M', menez ^ cercle une tangente M'M", et 
par le point M", menez la corde M‘'M", perpendiculaire 
à CM'. Le point O , où elle coupera la droite CM', sera 
le point d’intersection des cordes , pour les couples de 
tangentes menées de la droite LL. 

Comme des propriétés analogues se retrouvent dans 
toutes les lignes du second ordre, on a employé des 
dénominations abrégées pour les exprimer. Le point O 
où les cordes concourent, s’appelle le pôle de lia 
droite LL , d’où les tangentes sont menées; et récipro- 
quement , cette droite se nomme la ligne polaire du 
point O. Mais quand on.emploie ces dénominations, il 
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faut l>ieu prendre garde de ne pas les œnfondre avec 
«elles que l’on emploie pour les coordonnées angulaires. 

1 aa. Nous venons de voir qu’en rapportant la cir- 
conférence du cercle à des coordonnées rectangulaires 
comptées de son centre , sôn équation ne renferme que 
les carrés des variables^ et x, et est de la forme 

y* + *• = R*. 

On peut se demander s’il existe d’autres systèmes 
d’axes reetangulaires ou obliques, par rapport auxquels 
cette équation ait encore la forme précédente. 

Pour nous en assurer , transformons les coordonnées 
xety, sans changer leur origine, et substituons-leur 
d’autres coordonnées x', y', dirigées d’une manière 
quelconque, en sorte que les angles des nouveaux axes 
avec l’axe des x soient « et a' ; on aura généralement 
(nOgS) 

X = x' cos « -\-y' cos », y — x' sin • sin »'. 

En mettant ces valeurs de x et dey' dans l’équation pré- 
cédente de la circonférence du cercle , elle devient 
(cos*«'-|- sinV) -f* 2*y cos (« — (cos*«-j- sin’*) = R* 

ou , en réduisant , 

y'* -f- tix'y' cos (•' —») + x'* = R*. 

La forme de cette équation difiEère de celle de la pro- 
posée j parce qu’elle contient un terme en x'y : pour 
faire disparaître ce terme, il faut prendre les angles 
• et », de manière que son coefficient soit nul; ce qui 
exige qu’on ait 

cos («’ — •) = O ; 

d’où l’on tire 

•'=•+90% ou •' = • + 270®. 

Cps deux valeurs de • nous indiquent également qn» 
les deux axes des sr' et desy doivent être perpendicu- 
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l«ire» l’uH l’autre ; et ainsi , il n’y a pas d’autre moyeu 
pour que la condition proposée soit remplie. 

ia 3 . Dans les courbes du second ordre, on appelle 
diamètre^ conjagiUs les systèmes d’axes qui ont la- 
propriété de ramener les équations à ne contenir que 
les carrés des yariables. Nous verrons bientôt que , dans 
l’ellipse et dans l’hyperbole, il existe de semblables 
systèmes, dans lesquels les axes sont inclinés les uns 
aux autres sous des angles obliques; mais on voit, par 
ce qui précède, que les diamètres conjugués dans 1» 
cercle , sont toujours à angle droit. 

Sur VEquation polaire du Cercle^ 

1 a 4 . Nous avons vu', page 162, qu’au lieu de rapporter 
les courbes à des coordonnées rectilignes, on pouvait les 
rapporter à des coordonnées polaires. Pour faire l’a-p- 
plication de cette méthode au cercle , reprenons l’é- 
quation 

v’>+y=R’, 

qui suppose le centre du cercle placé à l’origine des 
coordonnées x,y, fig. 44 . Maintenant , plaçons le pôle des 
nouvelles coordonnées en un point quelconque O , dont 
CP et CO, ou a et 6, soient les coordonnées rectilignes; 
puis , ayant mené par ce point une ligne OX', qui forme 
avec l’axe primitif des x un angle « , prenons pour coor- 
données angulaire le rayon vecteur OM ou r, et l’angle 
MOX' ou V, qu’il forme avec la ligne OX'; nous au- 
rons d’après l’article 100. 

V = a -f- r cos (v -}- «) , i -f- r sin (f ■+ •). 

Ces valeurs étant substituées dans l’équation du cercle } 
elle devient, d’après les réducti<ms faites, 

r’-f- 2 [ a cos (t> -+- •) -f- i sin (s'-f-a) J r -J-a’-f- é‘— •R*30 
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«Il y en (lcTcIopj)ant les siims et cosinus, 

+ a (« cos « + i slii «) cos fl r -J- a* -J- — R* = Cy 

-f- a cos » — <1 siii «) sin f / 

les coefBciens de cos v et de sin v peuTcnt aisément 
s’interpréter et se construire. Pour cela , par l’origine C 
des coordonnées n et ô, menez une droite Cr' paral- 
lèle à la droite OX', et formant comme elle un angle « 
avec OX. Alors si , du pôle O, on abaisse OP' perpen- 
diculaire sur cetfe ligne , les longueurs CP' et P'O pour- 
ront être considérées comme un nouveau système de 
coordonnées rectangulaires du jxjint O; ainsi, en les 
nommant x' ciy , il v aura entre elles et les anciennes 
coordonnées a et b les relations générales établies pour 
de pareils systèmes dans l’article g3, page i5i. Or si, 
de ces relations, on tire les valeurs des nouvelles coor- 
données X ,y , ce qui se fait aisément par l’élimination , 
on trouve , en remplaçant x par a y par b , 

a' = a cos • -f- i sin «, y' = icos« — asîn«; 
et, par suite, 

O.'* -}-y‘ = a*-f 6*. 

Ces quantités sont précisément celles qui entrent dans 
l’équation en rj en les y substituant, il_ vient 

r’ -f- 2 (,v' cos f sin f) r -f- x'‘ -hy'^ — R* r= o ; 

c’est Féquation polaire la plus générale du cercle , dans 
laquelle il n’entre ainsi d’autres constantes que le 
rayon R , et les coordonnées relatives du centre et du 
pôle, prises parallèlement et perpendiculairement à 
la ligne d’où l’on compte les angles Cette équation 
élant^du second degré, il s’ensuit que, pour chaque 
valeur de l’angle f , il y aura , généralement parlant 
deux valeurs du rayon vecteur r, lesquelles seront , par 
conséquent, situées sur la même direction j mais si. 
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«omme nous l’avons supposé dans l’artide >oo , on con- 
TÎent de compter les angles c depuis zéro jusqu’à la 
circonférence entière , il ne faudra considérer comme 
. applicables à la courl)c que les seules valeurs de r, qui 
seront positives; et exclure les négatives, cotame in- 
diquant des points qui n’existent pas. 

Avec cette limitation, l’équation précédente caracté- 
risera le cercle, et fera connaître ses propriétés tout 
aussi bdèlement que l’équation en coordonnées recti- 
lignes. 

I a5. En effet, supposons d’abord que le point pris pour 
pdle, soit un des points mêmes de la circonférence; il 
y aura alors entre les coordonnées x',y' , la relation 

Ce terme s’éranouissant , l’équation en r se trouvera 
satisfaite quand on aura r = o ; c’est-à-dire qu’une des 
deux valeurs duraybn vecteur seRa toujours nulle, quelle 
que soitsa direction ; résultat de toute évidence, puisque 
le pèle d’où les rayons partent , est sur la courbe. Sup- 
primant ce facteur, il reste 

r = — 2 (x' cos V -f-y sin ♦') ; 

d’où l’on déduira une seconde valeur de r pour chaque 
valeur de l’angle v , c’est-à-dire pour chaque direction 
assignée au rayon vecteur. 

Afin de rendre cette expression plus facile à inter- 
préter , concevons que le point de la circonférence que 
nous prenons pour pèle, soit le point A, fig. 45, situé 
sur l’axe des x même, du côté des abscisses négatives; 
les coordonnées rectilignes de ce point seront alors 
y = o, »'= — R, et la seconde racine de notre équa- 
tion polaire se trouvera réduite à 

r = 2Rcos('. 

Or, cette valeur de r caractérise parfaitement la corde 
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AMduj’crele, et uc coiivieut qu’à elle seule; c*r,d'«- 
l)ord , elle donne des valeurs positives de r pour toute» 
les valeurs de v, dont le cosinus est positif; c’esl-à-dire 
pour toutes celles qui sont comprises entre o“ et 90 ® , 
ou entre 270" et 36o"; ce qui dirige toujours le rayon 
vecteur r vers le cote de l’axe AX' où le point B se trouve; 
ainsi , tout rayon r mené de ce côté dans une direc- * 
tion quelconque, soit au-dessus, soit au-dessous de 
l’axe AX', donnera un point réel de la courbe. Mais, 
jwur toutes les autres valeurs de comprises entre 
90" et 270“, leurs cosinus étant négatifs , elles donneront 
des valeurs négatives de r; et , par conséquent, la courbe 
ii’aiu'a aucun point réel sur leur direction. Ainsi , en 
menant par le point A une droite AY' perpiendiculaire 
à l’axe AX', la courbe sera située tout entière du côté 
AB de cette droite , et ne s’étendra point au-delà. Main- 
tenant, dans les limites où elle existe, l’expression de 
la corde AM est également iidèle. Car elle signifie que 
cette corde est égale au produit de 2R ou AB , par le 
cosinus de l’angle B AM; d’où l’on voit que, si l’on joint 
le point M au point B, le triangle AMB sera rectangle 
en M ; ce qui est en effet une propriété caractéristique 
de la circonférence décrite sur AB; et, puisque cette 
propriété résulte de l’expression r, fl est évident que 
l’on en déduirait de même toutes les autres,' qui sont 
des conséquences nécessaires de celles-là. 

1 26. Reprenons maintenant l’équation générale en r, 
page 200, et résol vons-la par rapporta cette variable. t 
Elle donne ces deux solutions : 

= — (jc' cosv -f-_y'sinf) -f- \/ R* — a?'* — y“-f-(x'cOs«' -f-ysin v)V 

= — (r'eosv-t-ysin*’) — \/ R*— (x'cost'+ysini')*. 

Si le point B pris pour pôle est intérieur an cercle 
( fig.' 46 )', R* — x'* — y* est une quantité positive. 

Alors , la partie commune aux deux racines se trouT« 


1 
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uécesMÎrcmeiil moindre que la partie radicale. Ainsi , 
dans ce cas, la seconde ■valeur de x devient constam- 
ment négative , et doit être' rejetée. Mais la première 
est toujours positive et réelle, puisque la quantité af- 
fectée du radical est toute positive ; et , par conséquent , 
elle donne toujours une valeur réelle de r et un point 
réel de la courbe pour toute valeur donnée de v. Cest, 
en effet, ce qui est évident de soi-même , puisque le 
cercle est une courbe fermée , et que le pèle O est sup- 
posé lui être intérieur. 

127. Dans ce cas, si l’on donne successivement à v 
deux valeurs telles que v' et 180” -f- v', lesquelles répon- 
dront à deux rayons vecteurs OM , OM', situés sur une 
même ligne droite des deux cètes du pôle pris pour 
origine , les valeurs correspondantes de r seront 

r' s= — - {x ' cos V -f-_y'sln v') -f- R* — x‘‘ — j''*-|-(x'cos ♦^-4-y''sin/)*, 
r*=: +(*' cos V -f- y'sin t>) ÿ' R* — x'* — ;y^*+( Z cos Z -i~y sinv')* . 

En eOet, 

cos et sin (iSo-f-fOrs — sinv'. 

Maintenant , si l’on multiplie ces valeurs de r et de r* 
l’une par l’autre , commela seconde contient la somme de 
deux quantités dontla première est la différence, on voit 
que leur produit sera égal à la différence des carrés de 
ces quantités. Or, il arrive que cette multiplication 
fait disparaître les termes affectés de l’angle Z, et il 
reste 

rV'=R‘— x'»— y*. 

Le produit de deux rayons vecteurs OM , OM', ainsi 
opposés sur une meme ligne droite, est donc indépen- 
dant de leur direction ; et sa valeur est égale au produit 
de R par R— V^x'*-|-y*, c’est-à-dire 

au produit des ^ux segmens OA', OB', du diamètre 
mené par le point dboisi pour pôle; ce qui est en effet 
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la propriété connue Jes cordes qui se coupent dans rior 
térieur d’une circonférence de cercle. 

128. Supposons maintenant que le point O pris pour 
pôle soit extérieur (fij^. 4 ?). Dans ce cas, la quantité 
II* — x'* — y'^ sera négative. Ainsi , lorsque la partie ra- 
dicale de r sera réelle , sa valeur sera moindre que celle de 
la prëinlère partie commune aux deux racines. Si donc, 
dans cette supposition de réalité les valeurs de l’angle 
sont clioisies de man ière à rendre la partie horsdu radical 
|K)sitive, l’une et l’autre valeur de r du n° 126 se trouvera 
positive aussi. 11 y aura donc alors deux valeurs reelles 
OM, OM',du rayon vecteur, et , par _ conséquent, deux 
points réels de la courbe pour cliaque valeur de l’angle v, 
■ qui remplira ces conditions; en outre, ces deux rayons 
avant l’angle v commun , seront situés sur la même di- 
rection rectiligne, et d’un même côté du point O choisi 
pour pôle. Or, dans ce cas, si l’on multiplie les deux 
‘ valeurs de r l’une par l’autre en les désignant pour 
abréger par r et r", leur produit, exprimé par le der- 
nier terme de l’équation en r, sera i , 

. . . - rV' = x'*-fy*— R*. . ■ . • 

Comme il est indépendant de l’angle v, il sera constant 
pour toutes les sécantes possibles menées du même pôle ; 
et ainsi , sa valeur sera égale au produit des rayions vec- 
teurs OA', OB', menés dans la direction même du centre 
du cercle; résultat connu et parfaitement conforme à 
celui que nous avions trouvé pour les points intérieurs. 

Parmi toutes les directions que l’on peut donner à 
la sécante OMM', on peut choisir celle pour laquelle les 
deux valeurs de r sont égales entre elles ; alors leur pro- 
duit n’en demeure pas moins égala x'* -f- y'^ — R*. 
Mais , par cette égalité , les points M, M', se réunisisent en 
un seul , et la sécante se change dans la tangente OM*, 
ouOM", menée du point O. Ceci donne donc le théorème 
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ronnu , que le produit d’une sécante ' entière quel- 
conque , par sa partie extérieure , égale le carré de la 
tangente menée du même point. 

129. Nous venons de remarquer que toutes les valeurs 
de *> ne sont pas propres à rendre la partie radicale réelle. 
La limite de cette propriété s’obtiendra en cherchant 
la valeur de v, qui rendrait nulle la quantité soumise 
an radical ; on l’obtiendra donc par la condition 

(ï' cos U sin -f- R* — x'* — _y '* = o ; 

d’où l’on tire ces deux valeurs , 

(1) x'cost'-J-_y'sinv=-j-\/x'“-|-y“— R*, 

(2) x' cos V - 4 *y sin ♦> = — — R*. 

Mais , de ces 'deux racines , la négative seule doit être 
employée; car c’est la seule qui, étant introduite dans 
les expressions générales du n® 1 2G , donne pour r 
des valeurs positives. Cette substitution faite , les deux 
valeurs de r deviennent égales; et il reste 

R". 

Telle est donc la valeur du dernier rayon vecteur qui 
limite la courbe. En eflct , on y reconnaît la longueur 
de la tangente O.M" ou OM" menée du pèle O, dont les 
coordonnées CP', P'O, sont x',y. 

' Mais , puisque l’on peut ainsi mener du même point O . 
deux tangentes au cercle , l’équation de condition trou- 
vée pour V doit indiquer deux valeurs de cet angle. C’est 
aussi ce qui arrive, comme on peut s’en assurer en 
chassant cos p par sa valeur en sin v et réciproquement ; 
car l’équation résultante de cette substitution est du 
second degré. Mais on obtiendra des expressions plus 
faciles à interpréter , en remplaçant les constantes 
y , coordonnées relatives du centre et du pèle , par 
leurs valeurs en coordonnées angulaires, dont l’une 
sera la distance OC ou D' du pèle au centre du cercle, 
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«t l’antre sera l’angle X'OC' oum|, formé par cette distance 
avec 1 ase OX ; angle qu’il faudra compter encore 
dans le même sens que l’angle v. Alors, cet angle suri 
passant i 8 o'> dans la fig. 47 , où cependant a/ et y sont 
représentées comme positives, on aura évidemment 

*'=— D'cosu, y= — D'sinu; d’où *'*-f.y*=D'* 

Mettant ces valeurs dans l’équation en t> , que nous 
avons désignée par (2), et qui donne pour r une va- 
leur positive, elle devient 

— D'(cositcosv-f-sin«sin*’)=: — |/D'* — R"j 
doù l’on tiro 


cos (p — u): 


v/iy« _ R» 




et par suite. 


sin (^ _ u) = ±: L, 


Or, ici , la valeur positive de v — u, représente M"OC 

pour lequel l’angle M'OX' ou surpasse COX' ou u ; et la 

valeur négative de »' — u représente l’angle M*OC,pour 

lequel ♦' est moindre que u. Ces deux angles, d’après 

l’équation précédente, ayant un sinus égal, sont donc 

égaux entre eux ; et , de plus , la valeur de ces sinus étant 

R CM* CM* 

J c’est-à-dire — ou , il s’ensuit que les deux 

triangles COM", COM*, seront rectangles , l’un en M* 
l’autre en M*; ce qui est encore une propriété connue 
des deux tàngentes menées au cercle, à partir d’un 
même point extérieur. 

i 5 o. Maintenant, sil’ondonneàv des valeurs positives 
ou négati ves, tellesque (x' cos p -f y'sin f)* devienne moin- 
dre que la limite x'*-|-y* — R*, le pôle O étant toujours 
extérieur au cercle, la quantité comprise sous le signe 
radical dans les expressions générales de r, deviendra 
imaginaire; et, par conséquent, les deux valeurs de r du 


tt* 1 aGseront imaginaires elles-mêmes. Ceci répond au cas 
où Ton voudrait mener du pôle O à la courbe des rayons 
vecteurs qui ne seraient pas comprisdans l'angle M"OM* 
des deux tangentes ; et il est tout simple qu’alors les 
expressions de ces rayons deviennent impossible à réa- 
liser. Mais , malgré cette impossibilité , si l’on forme le 
produit analytique des deux valeurs de r, on trouve 
toujoun qu’il est réel et égal à»'“-l*y’“"~Il*'Cetle pro- 
priété bien remarquable n’est pas particulière à l’exem- 
ple actuel J elle tient à ce que, dans toutes les équations 
qui ont un certain nombre de racines imaginaires, ces 
racines se présentent toujours par couples de la forme 
A + B/ — 1 , et A — B — 1 ; de sorte que leur pro- 
duit A“ — B* est toujours une quantité réelle. 

1 3 1 . Dans la discussion précédente, lorsque nous avons 
voulu interpréter les divers résultats fournis par la ré- 
solution de l’équation générale en r, nous les avons 
spécialement appliqués aux bg. 46 et 4/, où le pille O 
était représenté comme situé dans le quadrans des x 
eiy' positifs ; mais nous aurions pu également les appli- 
quer à toute autre position de ce pôle , en ayant, selon 
nos conventions générales, l’attention de compter les 
angles v, et ndans le même sens, et de o° à 36o°-, c’est 
ce dont les commençans pourront aisément s’assurer, 
en plaçant le point O dans d’autres quadrans , et re- 
commençant les calculs précédons pour celte nouvelle 
hypothèse. Cet exercice leur sera utile , en leur appre- 
nant à suivre les formules analytiques dans toute la 
généralité de leurs applications. 

i3a. Puisque l’équation polaire du cercle le caracté- 
rise, elle doit pouvoir, lorsqu’elle est donnée, faire re- 
trouver ses élémens géométriques, c’est-à-dire la posi- 
tion de son centre et son rayon; c’est aussi ce qui a 
lieu en effet; car si l’on donne une équation du second 
degré en r, qui appartienne à un cercle , cette équation 
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ileyra être réductible à celle que nous ayons plus haut 
obtenue ; ainsi , sa forme la plus générale sera 

r’ -!- 2 (A cos «> + B sin »') r -4- C* = O ; 
et, en la comparant à l’équation générale 
»•* + 2 (.ï'oos i> -{-y sin »’) r + *'* ~R* = o , 

«lie donne 

A = x, B=y, C* = x'»+y — R*. 

Les deux premières égalités feront connaître les cooc- 
données du centre relativement au pôle des coordon- 
nées angulaires, et ensuite, la troisième fera connaître 
le ravon du cercle , dont l’expression sera 

R = 1 ■'C'-f A“+ b"*. 

Seulement , il faudra se rappeler que , d’après les con- 
ventions sur lesquelles nous avons établi nos construc- 
tions , les valeurs de x' et dey sont comptées du centre 
du cercle vers le point choisi pour pôle; en sorte qu’il 
faut changer leur signe si l’on veut les construire à 
partir de ce dernier point. 

De l’Ellipse. 

i33. En prenant, sur une des génératrices d’un 
cône droit à base circulaire , une distance arbitraire u, 
comptée du centre , et menant par son extrémité un plan 
coupant, incliné de l’angle » sur la génératrice , nous 
avons trouvé pour l’équation générale de l’ intersection 

ycosV- 4 -x* sin tsin(i-l- a«) — ax sinacsinirzro. 

lorsque l’angle i est compris entre o“ et 180 ° — a*', 
nous avons vu que le plan coupant rencontre seulement 
une des nappes de la surface conique , et donne généra- 
lement pour intersection une courbe fermée désignée 
sous la dénomination A’rifip.ie. Nous allons discuter 
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tu particulier lés propriétés de ce genre de courbe. 

i34. Cherchons d’abord les points oîi elle rencontre 
Paxe des x , fig. 48. Pour les obtenir , il faut faire y=io, 
ce qui donne 


x’sinisin (i + a»») —ax sin a*' sin f = oj 


le facteur sin i multiplie tous les termes de cétte 
équation. Comme il est constant , on pènt le supprimer^ 
et il reste. 

x®sin(t + at') — a*sinat>=0| ^ 

ce qui donne pour Æ ces deux Taleurs 


*=o, X — 


a sin 2v 
sin {i + ai')’ 


ceci nous apprènd que la courbe coupe l’axe des x en 
deux points difTérens : l’un B, qui est celui que nous av ions 
pris pour origine des coordonnées, l’autre B', situé du 

côté des abscisses positives , à une distance . . 

sin(i-fai’) 

En effet , cette seconde valeur de x est positive dans les 
.circonstances supposées; car l’angle v formé par les gé^ 
nératrices avec l’axe du cône , étant nécesspircment 
moindre qu’un angle droit, ae est moindre que'i8o'; 
ce qui rend sin at» positif ; et, de plus , sin (i 21^) est 
également positif, puisque i est supposé moindre que 
180" — ai.». 

En faisant x = o, on aura les points où la courlie 
■ coupe Faxe des^'; cette supposition donne : , , , 
y' — O, ‘ ■ . < . -I I 


c’est-à-dire que cette rencontre a lieu à l’origine même 
des coordonnées. De plus , l’équation y* = o donnant deux 
valeurs nuUes pourji, on peut considérer l’axe des y 
oontme rencontrant la courbe en deux points qui sO 
confondent en un seul; c’est-à-dire qu’il lui est tangent. 


■ 1 

\ 

] 


5,0 B* l’mxips*. 

Pour suWre de plus près là marelw de là courbe, pre- 
nons en général la râleur de y , nous auron# 

y _ ^ _L_V/_**sïn*sin ( i r 2;^) -f- oarsin av sltt i.- 

Ces deux râleurs étant égales et de signes contraires, 
la courbe est symétrique de part et d’autre de Pale 

des X. ... 

Si l’on suppose * négatif, y devient imagmafins; 

car les coefficiens sin i sin (t + av) , et sin a»' sin i 
étant des quantités positives , cette supposkioi» rend né- 
gatifs tous les termes compris sous le radical. La courbe 
ne s’étend donc pas du eôté des abscisses négatives, et 
elle est limitée , dans ce sens, par Taxe desy-. 

Lorsque Pdn suppose ^ au c<>ntraire ^y positif , les va- 
ktirs de y sont réelles tant qu» Pon. a 

X* sin (1 -f av) < ax sin av, 

^ a sin Sit> 

Mais elles deviennent imaginaires au-delà de ertté li- 
mite ; car , si l’on a 

a sin 2 ^ 

* ^ sin {i + af") * 

on en tire 

X* sin i sin (* + 2^*) ^ ûx sin au sin t; 

ce qui rend la quantité soumise au radical, négative. 

Par conséquent , la courbe ne s’étend , du cété des ab- 
scisses positives , que depuis l’origine des coordonnées 

jusqu’à i’absGisse '• 

Alors les deux valeurs dey- deviennent nulle» e» même ^ 
temps , et l’ordonnée prolongée est tangente à la courbe. 
Ainsi , les deux branches qui la composent , après *’étae 
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jointes à l’origûie B des coordosnées, s’étendent sjpné* 
triquement l’une au-dessus , l’autre au-dessous de l’axe 
des abscisses , se rejoignent de nouTeau sur cet axe, 
en ff, et rentrent ensuite sur dles-mémes; de sorte que 
la courbe est fermée , coiqme le représente la fig. 48. 
i35. Transportons l’origine des coordonnées en A , 

au milieu de la ligne ’à égale distance des 

deux sommets B , B', mais comptons les nouvelles ab- 
scisses positivement vers ABj alocs, s» AP est une de ces 
nouvelles abscisses , que nous représentions i»ar x', 
l’ancienne abscisse sera BP, ou x, et l’on aura toujours 

X— ****** ^** _ ' > ■ r. 

2 sin(srl-2^J 

Substituant pour « sa .valeur .dans l’éqi^atjon de la 
«oorbe , U vient 

y«cosV -f- s^‘sin f sin (f =3 
£n faisant J' = o, on retrouve . j. : „ , 


. « smpcé0 i> 


OU 


i' = :tAB, 


sin ’ 

comme ceh devsfit être t mais ibt la' courbe rencontre 
en deux points le nouvel axe desy, représenté par AY' 
dans la figure; cîur, en faisant x'rr 0 , on a - ! 


Y=: ±: arsih ♦» 1/ - 
1 V s. 


sm i 


sinCf+2»:)‘ , ■ • 

Cest la limite de la courbe dans le sens des ordonnées. 

iS6, 1,’équation de l’ellipse prend nue forme très é\» 
gante quand on y introduit les coordonnées des poinû 
B , B , C , C , dans lesquels: elle coupe ainsi les nou- 
veaux axes des a et des En eflFet, si l’on suppose 


A* = 


«•sinVcosV 


-4-as')’ ®* 8Ûa(i>f!iK)’ 


8in i 



àiS V » l’elupsi. 

on n’aüra qu’à multiplier tout les termes de l’^uatio» 

®n^ et l' par ’ ' ■ ‘ 

, ■ • . ■ 'I ; a'sînV-' 

r.i. ' sin‘(i-f- 2t>)’ • 

et, ,e.n supprimant l’accent x', dont nous n’aTons 
plus quejfaire, on trouvera ^ 

> - ÀyH-B*x* = A*B*. 

tés quaritilés, 2Â. et '2B"sè nomment les axes, et le 
point A'^' cenîre de téllipse. Lorsque son équation ie 
trouve ramenée à céltè' formé J les coordonnées 'étant 
rectangulaires) o'n dit qu’elle eàt rapportée az^/cenifré et 

à ses axes. Si ces axM sont égaux , on a simplement 


^* + — A*, 

équation d’dii cerfele.' Le ‘ cercle esf donc iunc Æipsê 
dont les axes sont égaux. On volt même > d’après l’éq[u«- 
tidn de l’ellipse , qu’elle est également symétrique , 
comme le cercle , dans lès différens quadrans. A mesure 
que nous avancerons dansf l’exàmen des propriétés de 
ces courl>es, nous reconnaîtrons de plus en plus leur 
analogie. '* 

, 137, Pour jdistlqguer les ^u^t. axes de l’ellipse , qn » 
coutume d’appeler l’un le premier ou le grand axp^, et 
l’autre le second. Il suffirait de changer y» en x, qt réci- 
proquement dans l’équation de celte courbe , pour que 
le premier axe devînt celui des ordonnées , et le second 
celui des abscisses ; on aurait alors 

' 1 A*æ‘ ■+ BV =: A*B’. 


L’équation dé l’éllîpsé ne change donc pas de forme lors- 
qu’on la rapport e à ses axes , quel que soit celui d’entre 
eux qu’on préniio pour l’axe des abscisses. ■ • - i • • 
i38. Toute droite, telle que mAM, menée par le 
centre de l’ellipse , et termin^'de part et d’autre à cette 
courbe , se nomme un diamètre-^ il est aisé de voir 
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que les diamètres se trouvent tous divisés -au* centre , 
en deux parties' ^ales.; C’est uixe conséquence de la 
forme symétrique de la courbe. ^ i. 

i 3 g. La quantité se nomme le paramètre de la 

courbe : c’est une troisième proportionnelle aux. deux 
axes. ... > 

Si l’on se reporte à l’art. io5,page 1 72, et à la figure 35, 
qui représente la section elliptique dans le cénu ,'011 
verra aisément que, dans le triangle CBB', formé par 
l’axe de l’eUipse avec les deux arêtes opposées du céue, 
qui passent par les sommets de cette courbe, l’angle au 
sommet du cône est égal à 21^, et l’angle CBB’ est égal 
à i. Ainsi la distance. CB étant a , le côté BB' de 


a sm 2(> 


2a sin V cos v 


ce triangle est égal à ^ , ou . , . , . 

voilà pourquoi nous avons trouvé tout à l’heure que 
cette quantité, qui est égale à.2A, représente la di- 
stance des sommets de l’ellipse. 

, i4o.j En introduisant les expressions des axes A et 
B dans l’équation 

ji’cosV -f- »*sin i sin (i +, — ax nn 2«' sin t = o , 

où l’origine des coordonnées est au sommet B de la 
courlie , ce qui s’opère à l’aide du même multiplicateur 
dont nous avons fait tout à l’heure usage, elle devient, 
A*_y* -f- B’X* — 2B“Ax = o, 
et peut se mettre sous la forme 

•y* ‘'i' .. ; 

Si donc on désigne par x' coordonnées de 
deux points quelconques de l’eUipse , on, aura'. 

• ■. 

(2A— 
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«’est- 2 i-dire que les carré» de» ordounét» tant entr» emx 
comme le» produit» des distance» BP, B^P, du pied d» 
ces ordonnées aux sommets de la courhe. 

i 4 i. L’équation de l’ellipse, rapportée à son centre 
et à ses axes , peut être mise sous cette forme 

Si , du point A, comme centre arec un rayon AM 
égal à A (fig. 49), on décrit une ciroonférenoe de 
cercle, son équation sera 

y = A* — »*. 

Donc, en représentant par y' et T les ordcmnées de 
l’ellipse et du cercle, qui correspondent aux mêmes 
abscisses , on aura généralement 



Selon que ~B sera moindre ou plus grand que A , 
y sera moindre ou plus grand que Y. Par conséquent , 
si , du centre de Fellipse, arec des rayons égaux à 
diacun de ses axes, on décrit deux circonférences de 
cercle, l’ellipse comprendra la plus petite, et sera com- 
prise dans la plus grande (&g. 49)* 

Il suit de là que les deux axes de l’ellipse sont, 
l’un le plus grand , l’autre le plus petit de tous ses 
diamètres. 

En vertu de la relation précédente, il suffit, pour 
trouver les ordonnées de l’ellipse, quand on connaît 
celles du cercle décrit sur un de ses axes, de dimi- 
nuer ou d’augmenter ces dernières dans le rapport de B 
à A : cette propriété donne plusieurs moyens de dé- 
crire une ellipse par points , lorsque l’on connaît les 
deux axes. 
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i4a. Ou point A, conune centre, et arec les rajona 
Afi, AC , égaux aux deux demi-axes A et B , ou décrira 
deux circonférences de cercle ( fig. 49 ) : ensuite on 
mènera un rayon quelconque AKM « et on abaissera 
du point M une perpendiculaire MP sur l’axe AP, 
menant ensuite, du point ST, KQ parallèle à AB, le 
pointQ sera à l’eUipse, car il est visible que l’on aura 

Seconde manière.XfxkVL point quelconque D, pris sur 
le petit axe CC', fig. 5o , et avec un rayon DO , égal à la 
différence A — B des deux demi-axes , on décrira un 
arc de cercle qui coupera BB' quelque part en O. Par 
les points O et D on mènera OD , et l’on fera 
DM=AB=A', le pdint M sera à l’ellipse. 

Car , si du point D , comme centre , l’on décrit le 
cercle ME , dont le rayon DM = A , on aura 

MOœB et PM = ^QM = |qm. 

DM peut être une règle dont la longueur est A , et 
sur laquelle on marque un point O , tel que MO= B. 
En faisant monVmr cette règle dans l’angle BAC', le 
point M décrira un quart de l’eUipse demandée : on 
aura les autres parties de l’^ipae en plaçant la règle 
dans les autres angles , et l’y faisant mouvoir suivant 
la même loi. 

i43. On vient de voir que, pour tous les points 
situés sur l’eUipse, la valeur de l’ordonnée _y est don- 
née par l’cquatkm 

pour un point situé hors de l’ellipse , mais relativement 
auquel l’abscisse s serait la même, la valeur dey* se- 
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rait plus grande : on pourrait donc la représenter par 

l’expression 

y = ^ (A*— X*) + »*» 

re* étant une quantité positive. Au . contraire , pour 
un point situé dans l’intérieur de l’ellipse , la va- 
leur de y serait plus petite, et prendrait la forme 

.y* = 5 (A*- 

Ainsi , en faisant évanouir le dénominateur A*, on voit 
que l’on aura toujours 

hors de l’ellipse , A“j» -f- — A*B‘ > o ; 

sur l’eUipse , AV + BV* — A*B* = o ; 

au dedans de l’ellipse , A*j“ + BV* — A*B* o . 

Par conséquent , pour savoir si un point est extérieur 
à l’ellipse , s’il est sur cette courbe , ou s’il lui est inté- 
térieur , il suQira d’observer le signe de la quantité 
A V -H B*x* — A*B*. Cette propriété nous , sera fofft 
utile dans la suite. 

i44. Si, par le point B' (Cg. 5i) , pour lequel^ = o , 
et X = — A , on mène une, ligne droite inclinée 
d’une manière quelconque , elle aura pour équa- 
tion (n* 48) 

J = a (x +A). 

Si , par le point B , pour lequel _y=;o,etx = -|-A, 
on mène une autre ligne droite pareillement inclinée 
d’une manière quelconque , son équation sera - 

y= a! (x — A), 

Supposons que l’on demande que ces droites se cou- 
pent sur l’ellipse : il faudra , pour cela , que leurs 
équations puissent subsister en même temps et avec 


. 
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celle de celte courbe n® (107). Or , en lei multipliant 
membre à membre , elles donnent 

et , pour que ce résultat s’accorde toujours arec l’é- 
quation 

U faut qu’on ait 



ce qui établit une relation constante entre les angles 
que forment avec le plus grand axe les cordes menées 
de ses extrémités. Cette relation ne dépend que du 
rapport des axqs. Dans le cercle , qui est une el- 
lipse dont les dwx axes A et B sont égaux entre 
eux , ou a 

aa = — 1 ; 

et les cordes supplémentaires s’y coupent à angles 
droits , comme nous l’avons vu dans l’art. 107. 

11 est visible d’ailleurs qu’en effectuant directement 
l’élimination , comme dans l’art. 109 , on trouverait de 
même , outre la condition précédente , l’équation 
aa' = O , qui signifie que les deux droites pourraient 
^ encore se couper sur l’ellipse , si l’une d’elles coïncidait 
avec le grand axe ; mais celle relation , quoique vraie , 
est particulière à cette position : elleest par conséquent 
'étrangère à la propriété génér.vle que nous nous propo- 
sions de découvrir. C’est pourquoi nous pouvons nous 
dispenser d’y avoir égard. 

Réciproquement, lorsque cette équation a lieu entre 
les angles que forment deux droites avec l’axe des iüj- 
scisses , ces droites sont des cordes supplémentaires 
d’une ellipse dans'laquelle le rapport des axes est égal 
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à — , c’est ce qu’il est aisé de voir en reprenant ïe cal- 
cul précédent d’une manière inverse- 

Ces considérations nous .conduisent à une propriété' 
assez curieuse «fe-fellipse; Imaginons que, sur son 
grand axe, comme diamètre, on décrive une oircejpfé- 
rence de cercle : cette circonférence sera extérieure à 
l’ellipse , et les lignes menées de ses points aux extré- 
^ mités du grand axe formeront entre elles des-angles 
droits. Par conséquent, les cordes supplémentaires me- 
nées d’un même point de l’eUipse, feront entre elles des 
angles obtus , puisque leur sommet sera intérieur ù la 
circonférence. 

En faisant la même construction sur le petit axe , 
les pi-opriétés seront inverses , puisque la circonfé- 
rence sera intérieure à l’ellipse ; tons les angles for- 
més sur cet axe par les cordes supplémentaires seront 
aigus. 

Il est facile de prouver que , de toutes les cordes 
supplémentaires que l’on peut mener aux extrémités 
des axes de l’ellipse , celles qui se coupent au sommet 
du petit axe forment entre elles l’angle le plus grand , 
et celles qui se coupent au sommet du plus grand 
axe forment l’angle le |dus petit. Ces propriétés se 
démontreraient facilement en chercbant l’expression 
analytique de l’angle formé par deux cordes supplé- ^ 
mentaircs. Je laisse cette recherche à faire aux élèves 
qui voudront s’exercer. 

i45. A mesure que nous avançons dans l’examen 
des propriétés de l’ellipse, nous voyons paraître une 
analogie frappante entre cette courbe et la circonfé- 
rence du cercle. Guidés par cette analogie , cherchons 
à la rendre complète en comparant de plus en plus 
ces deux courbes dans leurs diverses propriétés. 

Le cercle en o8re une bien remarquable ; c’ est qu« 
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les distances de tous ses points à son centre -seot 
^ales entre elles. 11 est évident que cette propriété n’a 
plus lieu dans l’ellipse ; mais cependant on y retrouve 
quelque chose d’ansdogue. Si, sur le grand axe de cette 
courbe , de part et d’autre de son centre, on marque 
deux points F, F', dont les abscisses soient ±:V^ A* — B*, 
fig. 5a, la somme des distances de ces points à un 
même point de la courbe est toujours constante. 

Cette propriété est bien facile à démontrer. £n 
^et, soient généralement x ,y, les coordonnées d’un 
point quelconque M de la courbe , et nommons x'. l’ab- 
«cisse positive ou négative des points assignés , laquelle 
aéra ici ± »/A*— B‘: on aura, enappelant le carré 
de la distance MF' ou MF, 

D*=y« + (x — x')*. • 

En mettant pour y sa valeur evkx tirée de l’équation 
de l’ellipse , et substituant pour x'* sa valeur A*— B*, 
cette expression devient 

B* — x»— aj j'-l- A^ B*= ^ ^ ~f~ A.* 

A. iV 


ou, en substituant^ au lieu de A* — B*, sa valeur x'* , 


D* = 


a?*»'* 


• axx' + A“=: ^A — > 


le second membre étant un carré parfait, on peut 
extraire sa racine, et l’on a pour D ces deux va- 
leurs 


D=±(A_ÿ). 


l’extraction de la racine nous donne un double si- 
gne, parce qu’en efièt, n’ayant pas introduit d’élément 

angulaire, il dépend de nous de considérer toutes les 

# a 


aao 
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distances D comme des quantités positives ou comme 
des quantités négatives , pourvu que nous soyons tour 
jours Cdêles à la convention que nous aurons une fois 
adoptée. Comme ordinairement le signe — est employé 
pour marquer une opposition de direction , nous choi- 
sirons le signe + , ce qui donnera . ^ 



Maintenant il ne nous reste plus qu’à substituer suc- 
cessivement dans cette expréssion les deux valeurs 
données de x , c’est-à-dire ±V/A* — B*; et, en nom- 
mant D', D", les deux valeurs de D, que cette substi- 
tution donne , nous aurons 

I 

D=A , D=A-J- ^ ; 

ce sont les distances MF, MF' d’un point quelconque dç 
la courbe aux deux points assignés. La première, prove- 
nant de la substitution de-f-t/A“ — B” pour x' , ap- 
partient au point F situé du cdté des x' positifs; l’autre , 

provenant de la substitution de — A* — B* pour x'> 
appartient au point F' situé du côté des x négatifs. Oh 
peut facilement vérilier cette distinction; car, en faisant 
a; = A , D' et D" deviendront les distances des 
deux points F, F', au sommet de l’ellipse qui est situé 
du côté des abscisses positives ; or, dans ce cas, x' et 
deviennent ■ r 


D'=A— /a*— B% D" = A-f-V"A'‘— 

valeurs qui sont évidemment conformes à l’interpréta- 
tion que nous laqr avons attribuée. En ajoutant les 
, expressions générales de D' et de D"; la variable x dis- 
paraît , et l’on a 

, , D"-fD' = 2A; 
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é’est ~ i - (tire que la somiue- des distants D", I/ eit 
égale au grand axe de l’ellipse , comme nous l’avons 
annoncé. 

Les points F, F', ainsi choisis sur le grand axe, se 
nomment les foyers de l’ellipse. On leur a donné œ 
nom à cause d’une propriété physique dont ils jouis- 
sent, et que nous ferons connaître plus tard. 

. On voit de plus que la distance D ' , D" , de chacun de 
ees points à un point quelconque de la œurbe est ex- 
primée rationnellement eu fonction de l’abscisse x. 
C’est une propriété qu’ils possèdent exclusivement et 
qui les caractérise. 

i46. En cfiet , si l’on se proposait de déterminer sur 
le plan de l’ellipse un point doué de cette propriété , en 
désignant par y' et a' ses coordonnées inœnnues , et 
nommant toujours D sa distance à un point quel- 
conque de l’ellipse, on aurait généralement 


ou, en développant les carrés et mettant pourj' sa valeur 


B'x* 

A? 


tirée de l’équation de l’ellipse 


— üxx'+x'*-i-y^ -{-B* — ay' 


B‘x» 


il est impossible que D devienne rationnelle en x, à 
/ B* X* 

moins que le radical ^ B* 


ne disparaisse du 


second membre , car ce radiiad lui-méme est;irréduc 7 
tible , c’est-à-dire que l’on n’en peut pas dégager x. Or, 
pour qu’il disparaisse sans donner de valeurs particu- 
lière à X, il n’y a pas d’autre parti à prendre que de 
rendre son («efficient nul. Ç’est-à-dire(pie le point, ou. 
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«B général les points qui satisfont à la question , iK» 
peuvent être situés que sur Yiui dt» ax*a de l’ellipse. 
Avec cette modification.il vient 

D‘ î= B* -^3/*+ arr'; 

il nous reste encore x d’indéterminée ; ainsi noos 
pouvons en disposer de manière à rendre le second 
membre un carré parfait et positif. Cest même la seulee^ 
manü're de remjdir la condition exigée, que D soit ra- 
tionneUe en x et réelle. Pour cela , il faut assimiler oe 
second membre au carré d’un binôme, tel que a+ bac; 
^esNà-direà o* + awé* + é*** ï alors, en compeu-ant 
les termes semblables, nous aurons 


A*— B* ' 

^ — --J — , sabrxz — axf, «*î=:B*+a/*ï 

t 

■ . . x'* 

la seconde condition donne a*= , et en éliminant b 

A*j^* 

an moyen de la première , il en résulte a* = — — ^ j 
substituant dans latrobiëme, il vient 

A’ T-'» 

= B‘ + x'.. 


Faisant évanouir les dénominateurs, et réduisant , on 
obtient 


x'=±v/a‘ — B*; 


c’est-à-dire que les points cherchés sont au nombre de 
deux , situés sur le grand axe àeVeHi^se, à desdistances 
de son centre égales entre die*, et exprimées par 
±V^A* — B*. Cette quantité s’appelle ordinairement 
Vexcentrkitè ; et comme elle est constante pour diaque 
' dlipse , nous la désignerons en général par la lettre e , 
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à k^eHe nous conserverons désormais cette signifi- 
caftkm. Ponr qu’elle soit réelle, on voit qn’fl faut que A 
surpasse B; c’est*à*«lire que les pointsF, P, soit pris 
sur le plus grand des %ses. 

147 . Cette -valeur de c ou de x', qui exprime la distance 
des points ¥, F'f k l’origine, est très facile à con- 
struire ÿ il sufQt (fig. 5a) de décrire , de l’extrémité C du 
petit axe , comme centre , une circonférence de cerde 
dont le rayon CF soit égal au demi^and axe A de l’ellipse. 
Cette circonférence coupera le grand axe en deux points, 
qui seront évidemment F et F' : ces points se nomment 
les Foyers de V ellipse ; leur distance e au centre de la 
courbe se nomme Y Excentriciü. Quand A = B , la va- 
leur de c est nulle ; les deux foyers se réunissent en un 
seul , placé au centre de la courbe , et l’ellipse se réduit 
à un cercle. 

11 est facile de voir qu’en faisant x = dlV^A* — B* 

B* 

dans l’équation & l’ellipse , on trouve y =s ± — ; 

c’est-à-dire que, dans f ellipse, la double ordonnée, qui 
passe par le foyer , est ^^e au paramètre. 

148. Les propriétés précédentes donnent un moyen 
simple et commode pour décrire une ellipse quand on 
connaît son grand axe et la position de ses foyers. 

On prendra du point B (fig. 53), une longueur 
quelconque BR sur l’axe BB'; du point F comme 
centre, avec BR pour rayon, on décrira un arc de 
cercle ; du point F' , comme centre avec BTK. pour 
rayon, on décrira un autre arc de cercle; le point 
M , ou ces arcs se coupent , appartient à l’ellipse. 

Il est avantageux de décrire les arcs de cercle au- 
dessus et au-dessous de l’axe i par ce moyen , on 
trouve à chaque opération deux points de Feilipse, 
et l’on en obtient quatre quand on porte successive- 
ment la m&ne ouverture de compas à chacun des foyers; 
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Cette méthode est la plus expéditive que l’on con-> 
naisse pour décrire l’ellipse par points ; ü est visible 
qu’on peut l’employer lorsque l’on connaît les deux 
axes , puisqu’ alors on trouve aisément la position de» 
foyers. 

Elle a cependant un léger inconvénient , c’est de 
ne pas donner les points de l’ellipse pour des ‘ab* 
scisses déterminées ; ce qui est quelquefois nécessaire : 
mais alors on peut trouver ces points par les autres 
'procédés que nous avons décrits. 

3 Lorsque l’ellipse doit être fort grande, comme cela 
a lieu quand on opère sur le terrain , on fixe aux 
foyers FF' les extrémités d’un cordeau dont la lon- 
gueur est égale au grand axe, et que l’on tend par le 
moyen d’un piquet; on fait glisser ce piquet de 
manière que le cordeau soit toujours tendu , et la 
courbe se trouve tracée quand il a fait ainsi une ré- 
volution tout entière. 

• 149. Occupons-nous maintenant de mener une tan- 
gente à l’ellipse , dont l’équation est 

Soient x ” , y ” , les coordonnées du point de tan- 
gence ; elles vérifieront la relation 

Ay“-f-B*x'"=A’‘B*. 

} 

La tangente étant une ligne droite , et devant 
passer par ce point , ' son équation sera de ' cette 
forme 

^_/ = a(a:— i"). 

Il (ne reste plus qu’à déterminer a. 

Pour y parvenir, nous cher obérons Jes points où 
cette droite , considérée comme une sécante , rencontre 
la courbe ; et nous écrirons qu’ils se réunissent en un 
*eul. Dans ces points, les trois équations précédente» 


Digitized by Googir 


DB l’ellifsb. 

ont lieu en même temps : retranchant les deux pre- 
mières l’une de l’autre , on a 

A‘(y-/) Cy+jK'O + B^Cx-x”) (x+*'')=o. 

En mettant pour y sa valeur -f- a — x") , tirée 

de l’équation de la droite , on trouve 

(x— x") — x")] +B*(x+x")J=o. 

Une des racines de cette équation est 

x — x", et donne y =y" , 

parce que le point donné est commun à la tangente 
et à la courbe : supprimant le facteur (x — x") , il 
reste 

A’ [aoy " + a® (x ^ — x”) ] -f- B® (x -j- x") =r O. 

Pour que la droite soit tangente , il faut que la se- 
conde valeur de x soit x", comme la première , ce 
qui exige qu’on ait 

A®ay‘' + B’x” = o j d’oè a = — 

En substituant cette valeur dans l’équation de la tan- 
gente à l’ellipse , elle devient 

B®x" 

3'-/ = -X^v(.r-x"); 
ou, en réduisant, 

A“^y'-HB®xx" = A‘B®. 

Comme il n’y a qu’une seule valeur de a , on ne peut 
mener par chaque point de l’ellipse qu’une seule tan- 
gente à cette courbe. 

i.5o. On peut ici, comme dans le cercle, prouver 
que la droite ainsi déterminée est tout entière hors 
de l’ellipse; car , si l’on reprend les équations 

k}yy" -f B®xx" = A®B“, 

A®)'"“ -f- B®x"® = A®B®, 

i5 
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et qu’on retranclie de la seconde le double de la pre- 

iuit3re, le résultat pourra être mis sous la forme 

A“ (y —yy + B* (x — x")*= Ay + b^x*— a*b*. 

La quantité Ay + B’x* — A‘B* est donc constamment 
positive pour tous les points de la droite, excepté pour 
celui dont les coordonnées sont x" et y’ : tous ces 
points , excepté celui de tangence , sont donc situés hors 
de l’ellipse. 

i5i. Si, par le centre et par le point de tangence on 
mène un diamètre , son équation sera de la forme 

y=n'x. 

La condition de passer par le point de tangence donnera 
/ = a'x"; 

, y 

d ou a = *V. 

X 

On vient de voir que la valeur de a, qui convient à la 
tangente, est 



En multipliant l’une par l’autre les valeurs de a et 
de a', on trouve 



Ce résultat étant conforme à la condition obtenue dans 
l’art. i44, nous apprend (iig. 54) que la tangente 
et le diamètre AM , qui paisse par le point de tangence, 
ont la propriété d’étre les cordes supplémentaires 

A 

d’une ellipse dont le rapport des axes est g-, comme 
dans l’ellipse proposée. 

Ceci fournit un moyen très simple pour déterminer 
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Li direction de la tangente ; car , si l’on tire deux, cordes 
supplémentaires quelconques, et qu’on désigne par «, 
les tangentes trigonométriques des angles qu’elles font 
avec l’axe , on aura toujours entre elles la relation 


R* 



On peut mener une de ces cordes parallèle au diamètre 
qui passe par le point de tangence, alors on aura 

d’où résulte aussitôt 

« =r a j 

c’est-à-dire que Pautre corde sera parallèle à la tan- 
gente. 

i 52. Ainsi, pour mener une tangente à l’ellipse par 
un point M donné sur cette courbe (fig. 54) , il faut 
mener , de ce point au centre, le diamètre AM : par 
l’extrémité B' de l’axe BB', tirer la corde ffN parallèle 
à AM; MT, parallèle à BN , sera la tangente demandée. 

On voit, par cette construction même, que, si l’on 
mène le diamètre AM' parallèle à la corde BN ou à la 
tangente MT, la tangente de l’ellipse au point M' sera 
parallèle à la corde B'N , ou au diamètre AM. 

Il est évident que le même procédé peut servir pour 
mener une tangente à l’ellipse, parallèlement à une 
droite donnée; car soit DE celte droite; par l’extré- 
mité B du premier axe, on mènera une corde BN 
qui lui soit parallèle; puis on joindra B'N; et par le 
centre , menant AM parallèle à B'N, M sera le point de 
tangence cherché. Il ne restera donc plus qu’à mener 
par ce point une droite MT, parallèle à la ligne don- 
née DE, ce sera la tangente demandée; et, comme on 
peut répéter la meme opération de l’autre côté de l’axe 
de l’ellipse, il est évident qu’il y aura deux tangentes 
parallèles qui satisferont également à la question. 

i5.. 
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153. Lorsque deux diamètres sont disposés, eoimnfr 
AM , AM', fig. 54 , de iiiaiiicre que eliaeun d’eux soit pa- 
rallèle à la tangente menée à l’extrémité de l’autre, on 
les nomme conjugués. L’angle MAM', formé par doux 
diamètres conjugués, est évidemment égal à celui des 
deux cordes supplémentaires BN, B'N , qui leur seraient 
res|)ectivement parallèles. 

La dénomination que nous donnons ici à cesdiamètres , 
.s’accorde avec les conditions énoncées dans l’art. laS; 
car nous prouverons tout à l’iieure que l’équation de 
l’ellipse , lorsqu’elle leur est rapportée , conserve la 
meme forme que par rapport à ses axes. 

154. L’équation de l’ellipse étant symétrique relati- 
x’ement à ses deux axes , les propriétés que nous venon.s 
de démontrer seront communes à l’un et à l’autre , et 
l’on pourra leur appliquer la même construction rela- 
tivement aux cordes supplémentaires. 

155. Pour avoir le point où la tangente rencontre 
l’axe des x (Cg. 55), il faut supposer ^ = o dans son 
équation ; qui donne alors 


A* 



c’est la valeur de AT. Si l’on en retranche AP ou x", on 
aura la distance PT, du pied de l’ordonnée au point où la 
tangente rencontre l’axe des abscisses. Cette distance 
SC nomme Souiangenlc; son expression est ici. 



Cette valeur est indépendante du second axe B ; elle est 
donc la même pour toutes les ellipses qui ont le même 
premier axe A, et qui sont concentriques avec celle que 
nous considérons : elle convient par conséquent encore 
aucercle décritdu point A, comme centre, avec un rayon 
égal au demi-grand axe. Ainsi, en prolongeant l’or- 
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t^oimêc MP (le l’ellipse jusqu’à sa rencontre avec le 
cercle en M', et menant à ce point la tangente M'T, MT 
sera la tangente à l’ellipse au point M. 

Gîtte construction s’appliquerait également au se- 
cond axe, sur lequel l’expression de la soutangente 
serait indépendante de la valeur du premier. 

i 5 fi. Ixîs formules precedentes peuvent encore être 
cinplové('s lorsque la tangente doit être menée par un 
jX>int extérieur à l’ellipse , (it dont les coordonnées sont 
connues. Eu elTet, en I(^s supposant représentées par 
elles doivent vérifier l’équation de la tangente; 
ce qui donne 

( , ) A’y'v" + H’x'x" = A'-B’. 

On a de plus, le j>oint de tangence étant sur l’ellipse, 

(2) Ay‘*-fB'x"* = A‘B“. 

En regardant x",y", comme inconnues , ces deux équa- 
tions suffiront pour les déterminer , et on substituera 
ensuite leurs valeurs dans l’équation trouvée ci-dessus 
jvour la tangente. Il est facile de déduire de ces formules 
un résultat analogue à celui que nous avons oblenu 
pour le cercle dans l’art. 1 18. De plus, eu éliminant y" 
entre elles, on trouve 

(Ay- -f-BV^)x'”‘ — 2 A'B”xV — A< (y'” — ir) = ». 

Celte équation , qui est du second degré , donnera 
pour .c" deux valeurs ; et ces valeurs seront réelles 
lorsque la quantité 

'A»B'x'“ At { (/'—B-) (A’j'* -f- B'x'^)} , 

qui entrerait sous le signe radical , sera positive. Or, en 
réduisant cette quantité, elle devient 

Ay • (Ay “ -f lPx'> — A‘B“). 

Ainsi , les deux valeurs de .c” seront réclLjs lor.sque la 
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quantité B’ — A*B* sera positive ou nulle , 

c’est-à-dire lorsque le point donné sera situé hors de 
l’ellipse , ou sur cette courbe même. Dans ce cas , chaque 
valeur réelle de x“ donnera une valeur de^“ également 
réelle : il y aura donc deux points de tangence. Ainsi , 
par un point M' donné hors de l’ellipse, ou peut tou- 
jours mener deux tangentes à cette courbe, et on n’en 
peut mener davantage. Nous aurons bientôt des moyens 
faciles ])Our les construire géométriquement. 

157 . Occupons-nous maintenant de mener une nor- 
male à l’ellipse : puisque cette normale est une ligne 
droite qui passe par le point de tangence, son équation 
sera de la forme 

y — y" = a' ( r — x"). 

Mais , de plus , elle doit être perpendiculaire à la tan- 
gente , pour laquelle on a 


B’ x" 



11 faut donc qu’il existe entre a et a' la relation 


qui donne 


aa -f - 1 = O , 


A» y" 
~ B»' 


Alors l’équation de la normale devient 

‘ y -y = y 

Pour avoir le point où elle rencontre l’axe des x , il faut 
supposer _y nul; et elle donne alors ( lig. 56 ) 

A“ — B“ „ * 


A* 


Cest la valeur de AN : eu la retranchant de AP, qui est 
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représenté par x", on aura la distance du pied de l’or- 
donnée au pied de la normale. Cette distance se nomme 
Sounormale; et, d’après l’expression précédente, on 
trouve pour sa valeur 

B’’ .V " 


Ou aurait obtenu immédiatement ce résultat, en pre- 
nant la valeur de x — x dans l’écjuation de la normale , 
après y avoir fait^ nul. Cette valeur est positive ou né - 
gative, en même temps que x , et le signe rju’elle prend 
indique sa position par rapport à L’origine. Cette re- 
marque s’applique aussi à la soutangeute. 

i58. Les directions de la tangente et de la normale 
dans l’ellipse ont ün rapport remarquable avec celles 
des lignes menées des deux foyers aux points de tan- 
gence. Nous allons examiner ces propriétés. 

Si du foyer F, pour lequel ^ = o , et x- = l/ A* — 
(fig. 56), on mène une ligne droite au point de tan- 
gence , son équation sera de la forme 

Si l’on fait, pour plus de simplicité , A* — C* c , 

la condition de passer par le foyer donnera 



La tangente à l’ellipse ayant pour équation (n“ i4g) 

x' 

y — y"=.a{x — x") , dans laquelle a— ’ 


l’angle Fiyn?, qu’elle forme avec la droite menée du 
loyer , aura pour tangente trigonomélrique (n“ 5o) 
a — r» 

1 n«s’ 
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ou, en mettant pour « et « leurs valeurs , 


+ B‘cx" 

A’cy"— (A* — B»)xy ’ 


cette quantité se réduit à 


B“ 


•y” 


en observant que le point de tangence est sur l’ellipse, 
et que A* — B’ = c“. 

Pareillement, si de l’autre foyer F', pour lequel j'=o 
et x= — c, on mène au point de tangence une ligne 
droite , elle aura pour équation 


y,-y” = .'(x-x"), «' = 


c + 


L’angle F'MT de cette droite avec la tangente à l’el- 
lipse, aura pour tangente trigonométrique 

« — tt' . . B“ 

— : 7, oui se recliut a 1 

1 -f- a a ^ cy 

quand on y met pour a et a.' leurs valeurs. 

Les angles FMT , F'MT, ayant leurs tangentes trigo- 
nométriques égales et de signes contraires, sont snpplé- 
mens l’un de l’autre : ce qui donne 

FMT -f FMT =180°; 
et comme on a aussi 


FMT + F'Mi= 180”, 

il en résulte 

FMT = FM/. 

Ce qui nous apprend que, dans l’ellipse, les droites 
menées du point de tangence aux deux foyers, font avec 
la tangente, et du même côté de cette ligne, des angles 
légaux. 

Il suit de là ijue lu normale divise en deux parties 
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èfrales l’angle formé par les deux rayons vecteurs menés 
des foyers à un même point de la courbe. 

i5g. Cette propriété fournit une construction très 
simple pour mener une tangente à l’ellipse par un 
point donné. 

Supposons d’abord que ce point soit sur l’ellipse. 

On mènera les rayons vecteurs FM , F' M (11g. 67 ) ; on 
prolongera l’un des deux, par exemple, FM, d’une 
quantité MK égale à FM. Joignant K et F, la ligne MT, 
perpendiculaire à FK, sera la tangente demandée; car> 
d’après cette construction , les angles TM F, TM K, F'Mf, 
sont égaux entre eux. 

On peut aisément s’assurer qu’en effet la droite MT 
ne rencontre la courbe qu’au point M; car, pour tout 
autre point fde cette tangente, on aurait Fi = <K, et 
par Suite 

Fi+Fi>FMK; , 

et comme F'MK = 2Â, le point t n’appartient pas à 
'ellipse. 

Si le point donné, d’où l’on doit mener la tangente, 
est extérieur à l’ellipse, et situé, par exemple, en f, 
alors du point F , comme centre avec un rayon F’K égal 
au grand axe 2 A , on décrira un arc de cercle ; du point t, 
comme centre avec un rayon iF, on décrira un autre arc 
de cercle qui coupera le premier en K. Menant FK, le 
point M sera le point de tangence; et, joignant M et i 
par une ligne droite, on aura la tangente demandée. 

En effet , d apres cette construction , iF = iK , de 
plus, FM + MF = 2A, et FM MK = 2A : on a 
donc 

MF = MK. 

La ligne Mi est donc perpendiculaire sur le milieu 
de FK ; donc les angles FMT, FMi, sont égaux ,«t la 
droite iMT est tangente à l’ellipse. 


2.3 i DE d’ellipse. 

Les cercles décrits des points F' et t , comme centres , 
se cou|iei\t généralement en deux, points. Cette construc- 
tion donnera donc les deux tangentes tM, tM'j que l’on 
peut mener à l’ellipse par un jioint extérieur. 

iCo. En transportant ici les raisonnemens que nous 
avons fait (n“ 120 ) sur les intersections des cordes qui 
joignent les points de tangence correspondans à un 
même point extérieur , on en verra naître des propriétés 
alisolument analogues à celles que nous ayons trouvées 
alors ]K)ur le cerde. 

Eu effet, pour chaque point extérieur M', lig. 58, d’où 
l’on mené deux tangentes à l’ellipse, les coordonnées 
•r", y", des deux points de tangence M", M", sont déter- 
minées par la combinaison des équations 
(i) Ayy'-f-B“x'ar‘'=A“B% A’;y"»-J-B’‘x‘'*=rA*B*. ( 2 ) 

On peut donc obtenir ces coordonnées par l’intersection 
des deux lieux géométriques que ces équations représen- 
tent, en y considérant x’" et_y" comme variables, et_y', x', 
coordonnées du point M',commc des constantes données. 
Alors , la seconde est l’ellipse même à laquelle on mène 
les tangentes ; et la première étant linéaire , appartient 
nécessairement à la droite qui passe, les points de 
tangence simultanés. 

Si l’on veut que cette corde passe pai’ up point 
<lonné O dont les coordonnées soient n. et i|, il faudra 
que ces cordonnées, étant prises pour x" et y", satis- 
fassent à son équation , de sorte que l’on ait 

A’ùy -+-BW = A’B“. (.3) 

Maintenant si, sans changer a et l>, on fait varier y' 
et X"' coordonnées de M', de manière que celte condition 
.soit soujours remplie, il est clair que la corde qui en 
résultera passera toujours par le point dont les coor- 
données sont « et 6. Or, ce mode <le variation place le 
point M' sur la ligne cU’oitc représentée par l’équa- 
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tien (3 ) , en y regardant y' et x' comme variables. Donc, 
si , de tous les points de cette droite que l’on peut con- 
struire d’après son équation , on mène deux tangentes 
à l’ellipse , et que, pour chaque couple pareil , on trace 
la corde qui passe par les deux points de tangence, 
toutes ces cordes se couperont en un meme point O , 
qui sera celui dont les coordonnées sont a et b. 

Si , par ce point d’intersection et le centre de l’el- 
lij'tse , on conçoit une ligne droite AO , que nous nomme- 
rons rayon vecteur , son équation sera 

b 

y = -x. 

En combinant cette équation avec celle de l’ellipse 

on aura les coordonnées des points N, N', où elle ren- 
contre cette courbe. Désignons-les par x, , _y, : leurs 
valeurs seront 

, oAB ùAB 

aTi = db — ■ y, = ± — ■ 

y/ Â'-A- B“a‘ \/ A.' b^-\- B*a* 

Maintenant, si l’on substitue ces valeurs pour x" et y* 
dans l’équation générale de la tangente , laquelle est 
Ayy“ + B“x x" = A’B*, 

on aura l’équation particulière de la tangente menée à 
l’ ellipse par le point d’intersection N ou. N' que l’on 
aura considéré. Ce sera évidemment 
A^by + Wax = AB 

Or, si l’on compare cette équation avec l’équation (3), 
on voit que les coefficiens des variables x, y, x',y , 
sont |les mêmes dans toutes deux. Par conséquent, les 
deux droites que ces équations représentent , sont pa- 
rallèles l’une à l’autre. 

On a vu plus haut qu’en considérant y“ , x", comme 
variables, les deux ]X)ints de contact des tangentes me- 
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iiéi's <riui jKiinl (juelconquo M', sont situes sur la corde 
dont l’équation est 

k'y'y" + V = A”15“. ( i ) 

Or, si le point M' était choisi de manière qu’il .se 
tromât sur le prolongement du rayon mené du centre 
au point dont les coordonnées sont a et è, le rapport 

deviendrait égal à et la corde représentée paf 

l’é'quation (i) deviendrait parallèle à la droite, repré- 
sentée par l’cquation (.3); elle serait donc également 
parallèle à la tangente menée à l’ellipse par le point 
d’intersection de cette courbe avec le rayon vecteur 
que nous venons de désigner. 

De là résulte une construction liicn simple jiour 
trouver la droite qui contient les sommets des couples 
de tangentes quand on connaît le point de concours des 
coi‘des,et réciproquement : car si ce point est donné et 
désigné par O, fig. 58, menez d’alxjrd du centre A le 
rayon vecteur AO, que vous prolongerez indéfiniment; 
ensuite, par le point N, où ce rayon renconi re l’ellipse , 
menez une tangente à cette courbe; puis, par le jioiiit 
donné O, menez une corde parallèle à cette tangente ; 
enfin , par l’un des points M“ où cette corde coupe l’el- 
lipse, menez à cette courbe une nouvelle tangente, 
qui ira rencontrer en M' le prolongement du rayon vec- 
teur AO. Le point M' sera situé sur la droite, dont O 
est le pôle, en prenant ce terme dans l’acception que 
nous lui avons donnée (u° i 2 i). Alors, par le point M' 
ainsi détermine, menez une ligne LM'L parallèle à la 
tangente , ce sera la droite cherchée. 

Réciproquement, si la droite LL est donnée, il fau- 
dra’ mener à l’ellipse une tangente TA'!”, qui lui soit 
parallèle; ce qui se fera par le moyen des lignes sup- 
plémentaires f u" i 52). Le point de tangence N étant 
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ainsi connu , on lui mènera du centre de l’ellipse le 
rayon vecteur AN , qui, prolonge, ira couper la droite 
en un point M’, duquel on mènera à l’ellipse une tan- 
gente M'M" ; enfin , du point de contact de cette tangente 
avec la courbe, on tirera le corde M"M*, parallèle à 
la droite donnée M'L; et le point O, où elle coupera le 
rayon vecteur AMM', sera le point d’intersection des 
cordes jiour les couples de tangentes menées de la 
droite LML'. 

Cette construction s’accorde évidemment avec celle 
que nous avons trouvée pour ce cercle dans le n" 121 ; 
car la ligne LML' étant alors perpendiculaire au rayon 
COM', se trouvait par cela même parallèle à la tangente 
menée du point N à l’intersection du cercle avec le 
rayon vecteur. 

De VEllipse rapportée à ses Diamètres 
conjugués. 

i 6 i. On peut trouver une icCnité de systèmes de 
coordonnées obliques relativement auxquels l’équation 
de l’ellipse conserve la même forme qu’elle vient de nous 
offrir en la rapportant à ses axes ; c’est-à-dire qu’en 
nommant y' ces nouvelles coordonnées , l’équation 
transformée ne contienne, comme l’équation primitive, 
que les carrés des variables x'“, j>'“, avec un terme con- 
stant. En supposant d’abord conditionnellement une 
telle réduction possible, il est facile de voir quêtons les 
systèmes dont il s’agit , devront avoir leur origine phacce 
au centre même de l’ellipse ; car si l’on considère un 
point quelconque île cette courbe, dont les coordonnées 
ainsi exprimées soient -f- x et ~hy't puisque l’équation 
transformée ne doit contenir que les carrés de ces va- 
riables , elle se trouvera également satisfaite par les points 
dont les coordonnées seraient — x' , ~hy'', — x', — y> 
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+ x', — y' \ c’cst-à-ilire par les points qui seraient 
situés d’une manière symétrique dans les autres angles 
formes par les axes des coordonnées. Ainsi , toute ligne 
droite menée par cette origine, sera coupée des deux, 
côtés par l.i courbe à des distances égales ; propriété 
qui, dans l’ellipse, n’appartient généralement qu’au 
centre, seul point autour duquel elle est S3rmétrique- 
ment disposée. 

Les axes de coordonnées obliques dont nous suppo- 
sons ici l’existence , couperont donc toujours l’ellipse 
suivant deux diamètres inclinés l’un stir l’autre d’un 
certain angle convenable pour la réduction dont il s’agit. 
Les diamètres qbi se combinent ainsi ensemble , Sont 
dits conjugués. 

Pour reconnaître si l’ellipse a plusieurs systèmes de 
diamètres conjugués, et quelles sont leurs positions, 
reprenons son équation rapportée au centre et aux 
rectangulaires, laquelle est 

Ay-HBV = A“B"; 

de plus, puisque les diamètres conjugués , s’il en existe, 
doivent se couper au centre de l’ellipse, il sulTira d’em- 
ployer les formules 

X = *' cos « -f-y'' cos y =*'sin<e-f-y' sin«', 

qui servent à passer d’un sj’stème de cordonnées rec- 
tangulaires à des coordonnées quelconques qui ont la 
même origine. En substituant ces valeurs Je x et de y 
daus l’équation de l’ellipse , qui est 

Ay + B“j;* = A*B*, 

cUc devient 

f(A*sin*«'-|-B*cosV)yi'‘-f-(A*sIn‘<t-f-B*cos*«)x'’‘'J 

1 -l- 2 (A*sin«sin«'- 4 -B*cos«tcos<t')*'y' J 

Pour que cette équation soit de meme forme que celle 
qui est relative aux axes , il faut qu’elle ne contienne 
point le rectangle .t' y des coordonnées. 11 faut donc 
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profiter de rindéterminatioii de « et de a pour faire 
disparaître ce terme, en rendant son coelficicnt nul ^ 
ce qui donne la condition 

A“ sin « sin -f- cos «e cos «' = o , (i) 

et l’équation de la courbe se réduit à 
( A*sin V+ B*cos’^a')j''*+ ( A’sin’ee + B*cos’«) = A’B’. 

162. Cherebons à interpréter les résultats que nous 
Tenons d’obtenir. La condition qui existe entre « et <t 
ne suffit pas pour déterminer ces deux angles ; elle fait 
seulement connaître l’un d’eux quand l’autre est connu. 
On peut donc prendre l’un des deux à volonté, et par 
conséquent il existe une infinité de systèmes de coor- 
données obliques tels que ceux que nous cherchons. 

Un de ces systèmes est celui même des axes de l’el- 
lipse; car la relation de a. et de a! est satisfaite quand 
on suppose sin « = o , et cos «' = o ; ce qui fait coïn- 
cider les X avec les x, et les_y' avec les_y. Aussi, par 
ces suppositions, retombe-t-on sur l’équation aux axes. 
On satisferait encore aux conditions données , en faisant 
sin «' 3= O , cos « = o; ce qui donnerait encore l’équa- 
tion aux axes, avec cette seule différence, que les x' 
coïncideraient avec les y , et les y avec les x. 

Ce sont là les seuls systèmes de diamètres conjugués 
qui puissent être rectangulaires. En effet, supposons 
qu’il y en ait d’autres, ils devront, ainsi que les précé- 
dens , satisfaire à la condition 

» — « = 90“, ou tC = 90“ -1- »■ 
ce qui donne 

sin et' = sin 90“ cosee + cos 90“ sin «e = -}- cos « , 
cos a' = cos 90® cos « — singo'sin» =— siua ; 

or, ces valeurs étant substituées dans l’équation de 
condition 

A’sinee sin«' B cos eicos«'=o, 


2 k) 

olkî devient 
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(A.* — B‘) sin » cos « = O ; 


et comme on ne peut pas disposer des quantités A. et B 
qui sont données par la nature de l’ellipse que l’on 
considère, on ne peut y satisfaire qu’en faisant sin «=o, 
ou cos «= o; suppositions qui nous ramènent précisé- 
ment aux deux cas que nous venons d’examiner, et qui 
nous conduisent toujours à l’équation aux axes. 

Si l’ellipse se changeait en un cercle , on aurait A — B , 
et l’équation de condition se trouverait satisfaite d’elle- 
meme, quelque valeur que l’on voulût donner à l’angle «. 
Ainsi, dans le cercle, tous les systèmes de diamètres 
conjugués sont rectangulaires , au lieu que dans l’el- 
lipse, les axes seuls jouissent de cette propriété. 

i63. On pourrait voir également, par la seule ana- 
lyse, que les systèmes des coordonnées qui peuvent ré- 
duire l’équation de l’ellipse à contenir seulement les 
carrés des variables, ont nécessairement leur origine à 
son centre. Car si l’on prenait les formules de transforma- 
tions les plus générales, on trouverait que les termes qui 
transportent l’origine , introduisent dans la transformée 
les premières puissances des variables , et doivent, néces- 
sairement être nuis pour que ces puissances disparaissent. 

iG4. lün faisant successivement _y'.= o, x' = o, on 
aura les distances de l’origine des coordonnées aux 
points dans lesquels la courlje coupe les diamètres aux- 
quels elle est rapportée. Si l’on représente ces distances ■ 
par A' et B', la première étant comptée sur l’axe des y'. 


on trouve 

A' 


A‘B“ 


A’“sin“« •+• B“cos“ • ’ 


B== 


A»B» 

A*sin“«’ -J- B*cos«*’ 


cl l’équation de la courbe devient 

B'»a'* = A'’‘B'“, 

nA', aB', représentant les longueurs des deux diamètres 
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conjugués. On a|>pi$Ue paromôtre tl’u» diamètre une 
trobicme proportioiuwdle à oe diamètre et à son ccm-' 

>. . . 3B'* 

jUguc : d’après ce!a, -p- est le paramètre du diamètre 

J\ 

i ^ ' 

2iV? ,et est celui de .jspn conjugué aB'. Nous ne 

ferons pas un usage 'particulier de ces quantités , et 
nous ifen parlons que parce qu’elles sont fréquemment 
employées dans les traités synthétiques. 

iS5. Si l’on multiplie l’une par l’autre les valeurs 
de A'* et de B'“, il vient 



A*slnVsla“«+A“B’(Sin*«tcos’«4'-l-oos*«<sin*«')-h.B+cos''‘<«cosV’ 

résultat qui peut se mettre nous la foraae 

■■ ... 'AW" ' 


l ,. ! , 

A'*B>r= 


( A*sïn*^ siii*e+B'‘cos«'eds« 5*-pS^^sin^(<7— 


La prcmôcre' pantie du dénominateur a^éranouit en 
vertu dé la r^tUR qui existe entre » et <s; et,enréu« 
nissant les autres ter.vnc^; on a simplement 


qui donne 


. ■ i] : s. 

A" B" : 

.1 > <.i:, ,.i 


sin' ’ 


AB = A'B' sin (« — •). 



a — a est Texprcssion' de l’angle B^AC' que forment 
les deux diamètres conjugués eiitre eux (6gi 69 ). Par 
conséquent , A'®' sin (u r.-«) exprime l’aire du paral- 
lélogramme ACli'll' : cette aire est <lonc égale au 
rectangle ACRB formé sur les axes; d’où résulte ce 
théorème .que, (ùfju Vellipse, le parallélogramme 
construit sur deux diamètres conjugués quelconques, 
est équivalent au rectangle construit sur les axes, 

16 
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166. L’ équation de condition entre les angles », • , 
étant divisé» par cos « cos «»'j devient ' 

A* tang • tang «' + B* = O. (1) 

Avec son secours , on peut aisément éliminer l’angle » 
de l’expression de B**, ou l’angle » de Fexpression de A'* -, 
pour cela , il n’y a qu’à transformer ces expressions de 
manière à y introduire les tangentes des arcs au lieu 
de leurs sinus et cosinus, ce qui est facile , puisqu’on a 
toujours 


sin’» = 

• t ' 

sm « = 


tan g’* 

1 4- tang’a ' 
tan g*«' 

1 4-tang‘«’ 


cos*« = 


i -j" tangV ’ 


cOs • 


1 4- tang“<*' 


Ces valeurs substituées dans A'* et B'“, donnent , 

_ A*B^(i 4- tangV) . „ _ A«B°(i 4-tangV) 

^ ■“ A* tang“« -f-B* ’ A* tangV 4- B* ’ 

Maintenant, si l’on veut éliminer à do la seconde, il 
n’y a qu’à y remplacer tang » par sa valeur , déduijle de 
l’équation (i) -, et , après les réductions , ü vient . i 

T,.. _ A^tang*«4-fB^ • I . „ 

A” tang‘‘«i4”B’‘’ 

de sorte que lé dénominateur est le même que celui 
de A'*. Or , si l’on ajoute ces quantités ensemble, le nu- 
mérateur commun ' 


A*B* 4" A*B“ tang“« 4"A.‘* tang* « 4- B* 
peut se mettre sous cette forme, 

B*( A* 4- B”) -+- A.* tengMB*4- A*) , - 

ou enfin CA-* + B*) (A* tang*« 4* B*). 

Cette somme prend donc alors pour facteur commun 
le dénominateur même; et faisant partir celui-ci par la 
division, il reste 

A" 4- B'* = A* 4- B’; 
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i?e9t-à-dire que, dans l’ellipse, la somme des carrés 
de deux diamètres conjugués est toujours égale à la 
somme des carrés des deux axes. 

167. Les ttois équations 

A* tâng O tang i«' + B“ o, 

AB = A'B' sin («' — à) , 

. A* +B* = A'*4-B'* 

sufl^nt pour déterminer trois quelconques des six 
quantités 

.A, B, A', B',-, 

lorsque les trois autres sont connues : ellffii peuvent par 
conséquent servir à résoudre toutes les questions rela- 
tives à la recherche des diamètres conjugués , quand on 
connaît les axes, et réciproquement. 

168. En comparant la première de ces équations 
avec la relation trouvée dans l’art. i 44 , pour que deux 
droites menées des deux extrémités du grand axe se 
coupent sur l’ellipse, on voit que les angles », » , satis- 
font à Cette condition. 11 est donc toujours possible de 
mener, par les deux extrémités du grand axe, deux 
droites qui se coupent sur l’ellipse, et qui soient paral- 
lèles à deux diamètres conjugués donnés -, ce qui s’ac- 
corde avec ce qu’on a vu dans l’art. i 53 . 

De là il résulte un moyen très simple de trouver 
deux diamètres conjugués qui fassent entre eux un 
angle donné, en supposant que l’on connaisse les axes 
de l’ellipse. 

Sur l’un de ces axes. on décrira un arc de cercle ca- 
pable de l’angle donné. Par un des points où cet arc 
coupera l’ellipse, on mènera aux extrémités de l’axe 
des cordes supplémentaires; elles seront parallèles aux 
diamètres cherchés. Ainsi , en leur menant des paral- 
lèles par le centre de l’ellipse, on aura ces diamètres. 

On fora cette construction sur le grand axe , si l’angle 

16.'. 
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■ j tlonnc est obfus; sur le petit, s’il est aigu. Lorsque cet 

/ angle sortira des limites assignées jK)ur les diamètres 

/ conjugués , le problème sera impossible, et l’arc de 

cercle ne coupera pas la courbe. 

Il est visible que çette construction s’accorde avec les 
ûquations précédentes et avec les considérations de l’ar- 
ticle i44. On pourrait aisément la traduire en analyse; 
et , en la combinant avec l’équation de l’ellipse , on 
trouverait le nombre des solutions et les conditions 
d’impossibilité. Je laisse cette rcclierclie .à faire aux 
élèves qui voudront s’exercer. 

i6g. Si l’on dcRnkndait que les diamètres ronjqgués 
clicrcliés fussent, égaux entre eux , on n’aurait qu’à 
égaler les valeurs de A'* etde B'*, trouvéesdans l’art. 166, 
en fonction.de tang’’«; et, apres avoir divisé toute l’éga- 
lité par le facteur commun A* — B* , il restera > 
it t.i'-. “:o .’lSî- 

A” tarig* « B* ; d’où tang»=i:j-. ,■ 

' Cette valeur étant substituée dans l’équation de con- 

dition entre les deux tangentes , il en résultera 

B . 

tang « — q; — . 

On voit ainsi que les tangentes des deux angles eberebés 
sont égales et de signes contraires; l’un des signes étant 
( relatif à im des diamètres, et l’autre à son conjugué. Si 

«lonc, par les extrémités-des axes de rellrjvsc, on mène 
«les cordes BC, B'C (fig. b’o) , les diamètres parallèles à 
ces cordes seront conjugués et égaux. 

L’ellipse rapportée » ces diamètres a pour équation 

* = A'% ' , 

qui est analogue à celle dn cercle entre les eoordosmées 
rectangulaires. • . 

170. Parmi toutes les cordes menées des exb'émités 


- . Pigitjzcd.;, 


])£ l’xli.ifsk. u'iS 

B, B' de l’axe à un même point de la courbe (lig.6o) , BC 
et B'C sont celles qui comprennent le plus grand angle : 
par conséquent, l’angle obtus, formé par les diamètres 
conjugués égaux , est le plus grand de tous ceux qui 
sont formés par deux diamètres conjugués. 

171. Reprenons maintenant l’équation 


Pour plus de simplicité, nous supprimerons les accens ' 
des variables y, y, en nous rappelant toutefois qu’elles 
ee comptent sur des axes obliques, et nous écrirons 

Cette relation étant absolument de meme forme que 
celle qui est relative aux axes, toutes les propriétés in- 
dépendantes de l’inclinaison des ordonnées seront com- 
munes aux axes de l’ellipse et à ses diamètres conjugués. 

Ainsi , cbaipic diamètre divisera en deux parties égales 
les ordonnées parallèles à son conjugué; mais comme ils 
, ne sont pas à angle droit l’un sur l’antre, la courbe ne 
sera pas symétrique de part et d’autre de cbacun d’eux. 

De plus, la valeur de y* étant 


B'“ 


on aura, en nommant y, x", les coordonnées d’un, 
autre point de la courbe, 

y (A' + J ) (A' — T ) 

y ^ ■“ (A' + x") (A' — x") 

A'+x, A'-x, sont les distances du pied de l’ordon- 
née MP aux extrémités B , i, du diamètre éAB (fig. 61) : 
les carrés des ordonnées aux duimètres conjugués sont 
donc proportionnels aux produits des segtnens qu elles 
forment surets diamètres. < • r 

17a. On tire de là un moyen fort simple de décrire 
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une ellipse lorsque l’on connaît dcuit de ses diamètres 
oonju{>ués aA', aU'.et l’angle qu’ils fontentre eux. Sur le 
premier par exemple, on décrira une ellipse dont lee 
axes soient aA' et aB' ; ensuite on inclinera les ordon- 
nées NP, N'F sous l’angle donné , sans changer leur 
longueur, et les points M, M', trouvés par ce procédé, 
appartiendront à la courbe cherchée. 

175 . L’équation de la ligne droite étant de même 
forme entre des coordonnées obliques qu’entre des 
coordonnées rectangulaires, la combinaison de la ligne 
droite et de l’ellipse rapportée à des diamètres conju- 
gués , dépendra des mêmes formules que dans le cas où 
cette courbe est rapportée à ses axes; et l’on obtiendra, 
par conséquent, dans ces deux systèmes, des résultats 
analogues. 

Nommons /8 l’angle que forment entre eux les 
diamètres conjugués aA' et aB' (fig. 6a). Si, par le 
jK)int D , pour leque = O , et T — A', on mène une 
ligne droite qui fasse avec l’axe AX un angle « , il ré- 
sulte de l’art. 43, que son équation sera de cette forme , 


y=a(x — A), a=~. — — r. 

' sin (fi — «) 

Si, par le point D', pour lequel y = o, et x=— A', 

on mène une autre droite dont m soit l’angle avec l’axe 

des X, on aura 

^ = a'(a: + A'), = 

Pour que ces droites se coupent sur l’ellipse , il faudra 
combiner leurs équations avec la suivante, 


A'»y‘-fB'V:;=A'* F*, 


qui appartient à cette courbe : mais le système de ces 
équations étant le même que dans l’art. i44 , le résultat 
entre a et a' sera aussi le même, et il viendra 
A"an' + B'* = o 
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pour la coii<Ution que les droites sc coupent sur l’el- 
lipse. Seulement ici a et a' ne désignentplusles tangentes 
trigononiétriques des angles cjue ces droites font avec 
l’asc des x elles expriment les rapports des sinus des 
angles qu’elles font avec les deux axes des coordonnées. 

1 74. Si l’on veut mener une tangente à l’ellipse par 
un de ses points, en nommant x" , y" , ses coordonnées 
rapportées aux diamètres, on aura 

A'» f* 4. B'* x*”* = A'* ir*. ^ 

La tangente étant une ligne droite, et devant passer 
par ce point, son équation sera de cette forme, 

/ = «(x — x"), 

rt étant une constante qu’il s’agit de déterminer. 

Pour y parvenir, 011 combinera les deux équations 
préTc-dentes avec celle de l’ellipse, qui est 
A'»y“4.B'’‘x'* = A'“B'\ 

en raisonnant comme dans l’art. 149; mais le système 
des formules employées étaut aussi le même , on trou- 
vera , comme dans ce cas. 


. B'- x" 



et l’équation de la tangente deviendra 


B'” x" 

OU, en réduisant 


J 


A'“ yy" 4. B'^Xi" = A'’* B'“ ; 
c’est-à-dire qu’elle aura la même forme que dans le 
cas des axes. 11 est visilde que l’expression de la sou- 
tangente qui s’en déduit sera aussi la même. 

Si, par le centre ^e l’ellipse, qui est aussi l’origine 
des coordonuées, ou mène une ligue droite . son équa- 
tion sera de cette forme. 


r 


a'x. 
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Si celte droite passe par le point de tangence , il faudra 
que l’on ait 

d’oi 

Cette valeur de a étant multipliée par celle de a , qui 
couvieut à la tangente , il vient 



En comparant cette relation avec le résultat de l’article 
précédent, ou voit que le point de tangence est sur une 
ellipse rapportée à des diamètres conjugués parallèles 
à ceux de la proposée, et dont le rapport est le même. 
Cette ellipse passant par l’origine des coordonnées et 
par le point oîi la tangente rencontre l’axe des x, un de 
CCS diamètres est la distance de ce point è l’origine. 

175 . Ceci fournit un moyen de mener une tangente 
à l’ellipse par un point pris sur cette courbe, sans con- 
naître ses axes (fig. 65); pour cela, de ce point M, 
menez au centre le diamètre AM; et alors, par Textré- 
mité D' d’un autre diamètre quelconque, tel que Diy, 
f menez D'N parallèle à AM : Mï parallèle à DN , sera la 
tangente demandée. Cela se prouve aisément en appli- 
quant ici le raisonnement dont nous avons fait usage 
dans l’art. i52. 

Les données employées dans cette construction sont 
un diamètre DD' et le centre A. Or, ces deux choses 
sont faciles à déterminer , lorsque l’ellipse est donnée ; 
car, à travers cette ellipse , tracez deux parallèles quel- 
conques terminées à la courbe; et, par le milieu de 
ces lignes, menez une droite : ce sera un diamètre qui 
passera conséquemment par le centre. Menez deux 
antres parallèles dans une autre direction , vous aurez 
un second diamètre, qui passera aussi par le centre; et 
ainsi le centre sera déterminé par l’intersection dc'ccs 
diamètres. 
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' lyG.Sil’on iiiènelc diamètre AM', fig.G.’î, pnrallèleniniil, 
à U tangente MT, la tangente au point M' sera parallèle 
à D'N, et par conséquent à AM : les den\ diamètres 
AM, A^^, seront donc conjugués Fun à l’autre, et 
l’nhgle M’AMf compris entre eux, sera égal à l’angle 
D ND formé par les deux cordes supplémentaires qui 
leur sont respeCtWement parallèles* 

Ainsi , pour avoir deux diamètres conjugués qui 
lassent entre eux un ai^le donné, il faut, sur un dia- 
mètre quelconque DD', déesire un' arc de cercle ca- 
pable de œt angle (Sg. 6.5^ Par le point N , où l’arc 
coupera llellipse^ on mènera aux extrémités du dia- 
mètre les cordes DN , D^N , qui seront respectivement 
parallèles aux diamètres cdiercliés : on pourra donc 
mener ceux-ci , puisque le centre de l’ellipse est d’ail- 
leurs conniL 

l77- Si les diamètres demandés sont les deux axes 
de l’ellipse , leur angle est droit , et l’arc de cercle de- 
vient, concentrique à la courbe (lig. 66 ). Ainsi, pour 
trouver les axes d’uiic ellipse donnée , lorsque l’on con- 
naît son centre , il faut , sur un .quelconque de ses dia- 
mètres, -décrire une circonférence de cercle; par un 
des points d’intersection mener des cordes aux extré- 
mitc.s du diamct|p , et, par le centre, des parallèles à ces 
cordes : ce seront les axes demandés. 

178 . II serait facile, en suivant la marclie que nous 
avons tenue , de revenir de l’équation 

A'y = 

relative aux diamètres conjugués, à celle qui appartient 
aux axes : on retomberait ainsi sur les relations que 
nous venons d’établir, et il devient par conséqueul 
iJtutilc que nous nous y arrêtions plus long-temps. 
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Sur l’Equation polaire de V Ellipse, et sur la 
mesure de sa surface. 

1 79. L’ellipse n’est pas, comme le cercle , une courbe 
symétrique dans tous les sens autour de son centre. 

C’est ]x>urquoi , lorsque nous la rapportons à des coor- 
données polaires, composées d’un rayon vecteur r et 
d’un angle v formé par ce rayon avec une droite iixe , ■ 
nous pouvons prévoir que l’équation ainsi transformée , 
devra, outre les élémens propres à l’ellipse même, ren- 
fei;mer des termes qui dépendront de la position de 
ses axes par rapport à la droite fixe , d’oii l’on compte 
les angles V. Le mélange de ces deux sortes de données 
iait qu’il devient avantageux pour la simplicité de ne pas 
nilioduire les coordonnées ]K>laires dans l’équation de 
l’ellipse rapportée à ses axes, mais dans l’équation rela- 
tive à deux diamètres conjugués, dont l’un soit jiaral- 
lèle a la droite d’où l’on veut compter les angles v. 

Soit donc (fig. 67) OX', cette ligne, et CA', CB', deux 
diamètres conjugués, dont le premier lui est parallèle : 
l’angle B' CA', sera déterminé par la nature de l’el- 
lipse : nous le nommerons Du point O choisi pour 
pille , menons OP' parallèle à CB', et ii<tn>mons x', y', les 
longueurs Q*', P'O; ce seront les coordonnées rectilignes 
du pôle relativement aux deux diamètres. En ré|>é- 
lant la même construction ))Our un ]>oint quelconque 
M de l’ellipse, nous formerons de même ses coordon- 
nées rectilignes CP , PM , que nous désignerons gcuéra- 
lement par x,y , et Fon aura ainsi en généi'al 

CP=CP'-|-QO, PM=OP'-fQM. 

Or, QO et QM sont les côtés du triangle obliquangle 
OQM , dans lequel l’angle O est s', l’angle Q est ^ 
ï So" — ai, et le côté OM est rj ce qui donne 
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En substituant oes valeurs dans les relations précé- 
dentes, et remplaçant les autres lignes par les expressions 
analytiques que norfs leur avons attribuées, il vient 


, , r sin (• — v) 

x = x-^ \ y; 

sin • 


, , rsinv 

'■y 


ce sont les valems des coordonnées parallèles aux 
diamètres conjugués, en fonction des coordonnées po- 
laires r et V. Il ne reste plus qu’à les substituer dans 
Téquation de l’ellipse rapportée à ces diamètres. En 
représentant CA' par A', et CB' par B', cette équation est 

A.'y<^ -J- B"x* = A'*B'*. 

i8o. Avant d’eflFectuer la substitution , il est bon de 
nous rappeler que les valeurs de A', de B', et de • , sont 
liées avec les longueurs et la position des axes de l’el- 
lipse, au moyen des trois relations trouvées n® 167; 
car » est représenté dans ces équations par , 

c* est-à-dire par la différence des angles que le premier 
axe de l’ellipse forme avec les deux diamètres conjugués 
que l’on considère. On pourraitdonc, à l’aide de ces rela- 
tions , déterminer les trois quantités A', B', *, si l’on con- 
naissait les longueurs A et B des deuxdem i-axes de yellipsc 
et l’angle a , que_ le premier ‘de ces axes forme avec la 
droite OX', d’où Pon compte les angles v. Or, récipro- 
quement, on obtiendra A et B et a, si A', B', et <* étaient 
données. En effet, dans ce cas, les deux dernières rela- 
tions citées , détermineraient A et B; et en éliminant <»' 
de la première, au moyen de sa valeur <•' = <« -f- «, 
elle donne 


A* tan^a -f- (A“ — B*) tang «,tang » +B“ = o; 
ce qui fera connaître tang », et par suite, l’angle « 
lui-méme. 


1 8 i^cci convenu, chassons les coordonnées rectilignes 
>y> U* Péquatio^| de l’ellipse, en les rem plaçant par leui’s 
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valeurs en r cl t». Le résultat , ordonné suivant les puis- 
sances de f , est 

A'’sin’t> î -T ; — H 2 A'“y'sin v } — h A'’y'*} 

fsin * /sin» f 

Si l’ellipse se changeait en un cercle d’un rayon R , on 
aurait généralement A’ = B' = R , et l’angle a» des deux, 
diamètres conjugués deviendrait égal à 90“, ce qui don- 
nerait sin « = 1, et sin (• — v ) = cos e. Alors le cocfll- 
cient de ?•* deviendrait égal à 1 , et l’équation divisée 
par A’’, se rétluirait à 

r’-|-2 (y' sinv+x'cos u) r+y'* — R* = o; 

ce qui est, en efiet, le résultat trouvé, n" 124 , pour 
l’équation polaire du cercle. On voit que, dans ce cas, 
il ne reste plus aucune trace de l’angle », qui , dans l’el- 
lipse, sert à déterminer la position du premier axe, re- 
lativement à la ligne d’où l’on compte les angles vj et, 
en effet, en vertu de la forme symétrique du cercle, la 
direction de cet axe est absolument indéterminée, 
puisqu’il est le même partout autour du centre. 

Mais, à cette seule modification près, qui dépend de la 
différence des deux courbes, on peut appliquer en tout 
point à l’équation générale trouvée ci-dessiis pour Tel" 
lipse f le mode de discussion que nous avons suivi pour 
l’équation polaire du cercle, page 200 et suiv.On pourra 
endéduirede mémelamarcbede cette courbe, seslimites 
et toutes scs propriétés relati ves au point choisi pour pôle , 
soit que ce pôle se trouve situé sur le contour même de 
l’ellipse, ou dans l’intérieur , ou au dehors. Les élèves 
feront bien de s’exercer à développer cette analyse. 

182. Je me bornerai ici h l’examen d’un casqui présente 
des résuUats particulièrement propres à l’ellipse. Cest 


% 
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'celui où le point dioisi pour pAle serait un des foyers 
mêmes de cette courbe , les apgles v étant carnptés à 
partir du premier axe AB, fig. 68. 

Dans ce cas, les deux diamètres conjugués A', B', sur 
lesquels se comptent les coordonnées rectilignes x' , y' 
du pOlc, deviennent les axes mêmes de l’ellipse, que 
nous désignerons par A et B; de plus , leur angle « 
droit , et l’équation (i) ainsi modifiée, devient 


A’sin*»/ 1 r*+ 2 A’Iy'sin»’ ■» i*+ A*y = A“B\ .i 
-t-B*cosVj 


Il reste encore à exprimer que le pôle coïncide 'avec uni 
des foyers de l’ellipse. Or, pour cela, il faut savoir dans 
lequel des deux foyers on veut le placer. Car, ayant pris , 
par supposition , les x' et les x positifs du mémc cêté du 
centre où les angles v commencent, c’est-à-dire vers 
AX , l’abscisse du foyer I'', srtuéde ce cêté, sera positive , 
et celle du foyer F', situé de l^autre cûté du .centre, sera 
' négative; en sorte que, si. c’est F que l’on veutcLoisir, 
les coordonnées du pôle seront 

y =o, jc'ss +V^A' — ■ ■ > ' • 

et , ai c’est F', elles seront ■ ’ 


y —O, I J.'— 1 I ! 

truelle que soit celle de ces deux valeurs qu’on adopte j 
le carré de sera toujours le même j et , en y joigiianf la 
condition dey nul, Fé({uation (i) deviendra 

(A“sin°v + B''“cos*v>}r*-f- 2B’x'co#,h. r = B*. . 


Si on la résout par rapport à r, on trouvât sous le radical 
la quantité 

B'* ( A* sin* V -+• B* cos* t>) -f' Bi x'* cos’ e i 


«qui , en mettant pour a/* sa valeur A* — B*, se réduit à 
A’B* (sin* V -1- cos* f) ou A’B* j 


1 
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cc qui ilounc pour r ces deux valeurs rationnelles , 

cosv—A .) ^ ^ B* (y cos y 4- A) 

’’ A*sinV+B’cos*t>’ ^ A'sinV -f B’cos*«’ 

Cca deux valeurs peuvent encore être mises sous une 
forme plus simple; car on a 

A*sin’«' -f- B*cos*t'= A*— (A*— B*)cos* ♦'= A* — *'*oo8*r. 

Or, la quantité A* — x'* cos*t’ est le produit des deux 
facteurs A — jc'cost’, A+x'cosv, et chacun de ces 
facteurs sc trouve aussi au numérateur dans l’une ou 
l’autre des expressions précédentes de r; ainsi, en lo 
supprimant , on aura pour r ces deux expressions plus 
simples, > 

B* B* 

r ~ , — . 

A-f-x cosv , A — X cosv 

Il faut maintenant discuter ces valeurs dans les deux 
suppositions où l’on prendrait pour pèle le foyer F 
situé du cété des x' positifs, ou le foyer F', situé dit 
côté des x' négatifs. 

i83. Commençons par le premier cas tx'étant positif 
et moindre que A, le produit de x'par cos v, qui est tou- 
jours une fraction , sera également positif et moindre 
que A; ainsi, quelque changement de signe que cos e 
subisse dans les difierens quadrans,Iesdeux dénomina- 
teurs A + x'cos»', A — x'cosv, resteront toujours 
positifs ; or , le carré B‘ qui forme le nnmérateur des 
deux racines, est toujours positif par lui-meme; ainsi, 
la première valeur de r où il est affecté du signe + , 
sera toujours positive , et donnera des points réels de la 
courbe; tandis que la secondp, qui a un numérateur 
négatif — B*, donnera toujours des valeurs négatives, 
et ne devra pas être employée. Tous les jwints de la 
courbe seront donc alors donnés par la première va- 
leur de r. ‘ 
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La même chose arrivera encore dans le second cas o!i 
le pelle est placé au foyer F'. Alors x' est négatif; mais 
le produit x' cos v est toujours moimlre que A ; de 
sorte que ccs'dcux dénominateurs restent positifs. La 
première valeur de r est donc encore la seule positive > 
par conséquent la seule qui donne des points réels de 
la courbe. Ainsi elle est, dans tous les cas, la seule 
qu’il faille employer , quand on compte les angles v 
continûment] de o à 36o°, comme nous sommes con- 
venus de lej faire. 

i84. Si, pour plus de simplicité, on fait 

on aura B*=A*(i — r*), cta:' = ±Af, 

A ** 


les deux «ignés + et — répondent aux deux positions 

du pèle en Fou en F'; ces valeurs étant substituées dans 

l’expression positive de r, elle devient 

A(i— «*) A(i--f») 

r = — , ou bien r r= . 

1 -f- e cos V 1 — e cos P 


La première répond au cas où les angles p sont comptés 
depuis le sommet de l’ellipse le plus voisin du foyer 
qui sert de pôle , et la seconde répond au cas où les 
angles v sont comptés , toujours dans le même sens , à 
partir du sommet le plus éloigné. L’une et l’autre forme 
est souvent usitée en Astronomie pour le mouvement 
des planètes, parce que ces astres décrivent dés ellipses 
dont le soleil occupe un des foyers. 

i85. La forme générale que nous avons trouvée pins 
haut pour l’équation polaire de l’ellipse , peut servir à 
reconnaître si une équation donnée entre r et p, appar- 
tient à une ellipse ; et, dans le cas où cela k lieu, elle 
peut servir à déterminer les élémens de l’dlipse , c’est- 
à-dire les valeurs des axes , leurs positions, et celle du 
centre, relativement au point choisi pour pâle. C’est une 
recherche sur laquelle les élèves pourront s’exercer. 
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1 86. Dans ce<|u i fM-écède , nous avonsdéduit défia seàlc 
Mjuotion dé l’ellipse toutes les cireonstanceé de aon 
cours-, réciprocpaement , une seule de ces circonstances 
^ui .serait particulit-re à l’ellipse, suffirait pour faire 


retroMvrer son équation. 


■'1 


Pinposons-hous , par exemple , de trouver une cduébe 
telle , que la somme des distances de cliacun de ses points 
à deux points donnés, soit conetaiite et égalé à 2 À. ^ 
Soient Fl r, les deux points donnés , fig. 68-. Plaçons 
l’origine de.s ahscisses en A, au milieu' de la li^e FF*, 
que nous ro))résentcrom par 2 c‘ puis, supposant qne M 
soit un point de la courlie , nommons AP, x, PM'j_y, et 
désignons par r, r, les distances FM et F'M : nous au-r- 
rons, pour les équations du problème, ^ > 

li, ' r»— y‘4-(e— r), r'»=y +-(c-f jr)%î j nb 

- r4-/=2A. 

I * 

» >> 

Ajoutons et retranç^ons successivement les deux pre-* 
inières équatiop Maç^ bre à membre^ il viendra 

r* + /*=y /»—;•= 4c». i 

La aeoonde de cdles^ peut se mettre sous «ette fonoac , 
(r + r) (/ — ri~ 4cx. ' 

Substituant pour r + r sa valeur Airée de l’équation ^ 
r -f C=2A, ■ ' <' 


ü vient 


, * aex 

/ — r = .— , 


d-’où, en vtrtu de la précédente., on tirvC 
ex 
A 


( 


r'=A + -, 


A — — 
^ A- 


Mettant ces valeurs dans l’ équation (pii donner'*-}- r*/ 
il vient 
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A’+— =y-f .v‘ + c% 

A* iy'^ + a:’) — c'x^ A* (A* — c’). 


Lorsqu’on fait x nul , cette équation donne 
A“ — c». 

C’est le carré de l’ordonnée de la courbe à l’orij'ine. 
Comme c est nécessairement moindre que A , d’après 
les données de la question, cette ordonnée est réelle, 
et en la représentant par B , on a 

— c». 

Si l’on tire de ce résultat la valeur de c, et qu’on la 
substitue dans l’équation de la courlje, cette équation 
devient 

Ay + BV = A^B“, 


qui est l’équation d’une ellipse rapportée au centre et 
à scs axes. 

187. Avant qu’on eût éliminé les quantités r et /■', 
l’ellipse était caractérisée' par l’une ou l’autre des é<jua- 
tious 




aussi bienqu’ellel’a été ensuite par l’équalicnen coordon- 
nées rectangulaires àlaquellenous sommes parvenus; car 
les distances r et r étant variables en même temps que 
l’abscisse x , peuvent convenir successivement à tous les 
points de la courbe, et servir à les déterminer lorsque 
X est connu. On peut donc regarder les variables r et 
X, ou r et X, comme formant un véritable système 
de coordonnées qui ne sont plus rectangulaires; mais 
il faudra se rappeler que l’origine <les rayons vecteurs est 
diirérentc dans ces deux systèmes ; car ils partent de F’, 
lorsfjiie l’on prend l’équation 
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,' = A + ^; 


et (le F, lorsque l’on emploie la seconde 

r=A-^. .• 

1 88. Si l’on veut aussi compter les absci&scs x , non 
plus comme nous l’avons fait, à partir du (Æiitre , mais h 
partir du même point, que l’on prend jwur l’origine 
des r ou r, il faudra faire une nouvelle transforma- 
tion; par exemple, si l’on veut que ce soit à partir du 
point F, en nommant x une nouvelle abscisse positive 
telle que F'P, on aura 

x' = c XJ , 

ce qui donne 

Dans le second cas, si l’on nomme x' une nouvelle ab- 
scisse positive, telle que FP, on aura 


X — X — c J 


ce qui donne 


r'=A — c 


(x' 4- c) 


Les .F positifs de la première de ces suppositions 
donnent pour r les mêmes valeurs que les x' négatifs 
de la seconde, et réciproquement; en effet, cette cor- 
respondance est une conséquence nécessaire delà forme 
symétrique de l’ellipse par rapport à ses deux foyers y 
Car la portion de cette courbe située à droite du foyer 
F, est identique avec celle qui est à gauche du foyer t', 
et de même pour les parties opposées. 

189. Ces équations où l’origine est à l’un des foyers , 
prennent une forme très élégante , lorsqu’on y in! roduit , 
au lieu de l’abscisse x', les angles MFP or MF P, formés ^ 


' I 
/ 1 
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par le rayon >■ ou r avec l’axe. En efTet, soit t> l’angle 
MFP, on aura dans la dernière équation oix l’origine est 
au foyer F, 

æ' = r cos y. 

Si, de plus, on fait 

c = Ar, 

* sera le rapport de l’excentricité an demi-grand axe, 
et par la substitution de ces valeurs, l’équation devient 

r = A — e (r cos y + Ar) j 

ou , en tirant la valeur de r, 

,^ A(.-r’ ). 

1 + « COS y* 

si l’on fait la même transformation dans l’autre formule, 
en appelant y' l’angle MF’'P, on aura également 

f f / 

X = r cos i' , 
et, en faisant de même 

c = Ae, 

il viendra 

A(t — g') 

• r — - , f 

i cos V 

équation qui ne diflere de la précédente que par le 
signe du ternie oè e entre à la première puissance. Ces 
deux formules sont les mêmes que nous avons déjà trou- 
vées dans l’article i84, où nous les avons déduites im- 
médiatement de l’équation de l’ellipse transformée en 
coordonnées polaires. 

190. Pour ne rien omettre de ce qui peut intéresser 
relativement aux propriétés de l’ellipse , je vais donner 

17.. 
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ici la, mesure de la surface, quoique celle rcclierclie 
nous écarte un peu du Lut analytiquo que nous nous 
soiniues j^énéralement proposé. 

Nous avons vu (n“ i 4 i) que si, du centre de l’ellipse, 
avec un rayon égal au demi-grand axe, on décrit 
une circonférence de cercle, en nommant yf et Y les 
coordonnées de ces deux courbes, qui correspondent 
à la meme abscisse , on a toujours ' 

■ B _ V B 

= ou - = 

Les aires de l’ellipse et du ccrclc sont aussi dans le 
même rapport que ces ordonnées. 

Pour le faire voir, inscrivons à la circonférence 
BMM'B' un polygone quelconque , et de chacun de ses 
angles menons des perpendiculaires à l’axe BB' (fig. 69) : 
en joignant les points où ces droites rencontrent l’el- 
' lipsc , on formera un jKvlygone intérieur à cette courbe. 
Or un <iuclcon(iue des trapèzes PNP'N'de ce polygone 
aura pour mesure 

2 ? +12:) PP-, „„ 

l.e trapèze correspondant PMP’M’ dans le cercle, aura 
pour mesure / 

. !îîi±îi«;).pp-, „„ 

Ces trapèzes seront donc entre eux, dans le rapport 
constant de B à A. I-es surfaces des polygones inscrits 
dans les deux courbes seront aussi dans le même rap- 
port; et comme cela a lieu, quel que soit le nombre 
des ciUés de ces jxjlygones, ce rapport sera encore celui 
de leurs limites; d’où il suit qu’en désignant par s et S 
les aires de i’rllip.sc et du Mrcle, on aura 
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c’cst-à-Uirc <[ue l’aire de l’ellipse esl à celle du cercle 
circonscrit comme le second axe esl au prejnier. 

En dcsign.mt par v la demi-circonlerence dont le 
rayon «igale i, leS? sera l’aire du cercle décrit sur le 
grand axe. Qn aura donc, pour l’aire de l’eilipse, l’ex- 
pression suivante ; 

.9=r?r.AB, 

et les aires de deux ellipses rjuelconfiues seront entre 
elles dans le rapport des rectangles construits sur leurs 
axes. On parviendrait au racnie résultat, en considérant 
la circonférence décrite sur le second axe. 

La même démonstration |iourrait s’appli(|uci' à deux 
courlies quelconques dont les ordonnées, correspon- 
dantes aux memes abscisses, auraient entre elles un 
rapport constant; et il en résulte que ce rapport se- 
rait aussi celui de leurs aires entre les memes limites. 

. De la Parabole. 

iqi. En prenant sur une de» génératrices d’un cène 
droit à base circulaire, une distance arbitraire a, 
comptée du centre , et menant par son extrémité un plan 
coupant , incliné de l’angle i sur la génératrice dont il 
•s’agit, nous avons trouvé pour l’équation générale de 
l’intersection 

y“ cos“ V + jc'sinisin (t-f- 2c) — ax sin 2csin t = o. 

Jjorsque l’angle i égale 180°—^ 2c, le plan sécant de- 
vient parallèle à la génératrice opposée; et, s’étendant 
à l’infini sur une des nappes du cône, il donne jiour 
intersection une courl)e illimitée , (jai .se trouve tout 
entière sur cette seule nappe, et qui a reçu le nom da 
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parabole. L’équation particulière de ce genre de courbes 
s’obtiendra donc en faisant t= 180° — at> dans l’équi^ 
tion générale. Alors , le terme en 3^ disparait , parce 
que le facteur sin (t + a»') qui entre dans son coefBcient > 
devient nuL Les autres termes se trouvent divisibles 
par cos* V ; et en supprimant le facteur commun , qui 
ne peut être sniqmsé nul en général , puisque l’angle v 
est déterminé par l’ouverture du cène, il reste 

. '.i- 

y* — 4 ux sin* vz=o. 

Pour avoir les points où elle coupe l’axe des x 
(Gg. 70), faisons = o, il viendra 

X = o; 

c’est-à-dire que cela a lieu dans un seul point , qui est 
l’origine des coordonnées. 

En faisant x=o, on aura les points où elle reu^ 
contre l’axe des y. Cette supposition donne 

y>=o; 

c’est-à-diro que cela n’a lieu qu’à l’origine. 

Ainsi, la courbe n’a qu’un point de cemmun avec 
les axes des x et des^ : ce point ect l’origine des coor- 
données , et l’on voit qu’elle y est touchée par l’axe 
des_y. 

En résolvant son équation par rapport à y, il vient 
y = ± y/ 4 a X sin’ v. 

Ces deux valeurs étant égales et de signes contraires , 
la courbe est donc symétrique au-dessus et au-dessous 
de l’axe des x. 

X n^atif donne toujours_y Imaginaire, puisque a est 
une quantité positive, ainsi que sin*»» : la courbe ne 
.s’étend donc pas du côté des abscisses négatives , et elle 
est limitée , dans ce sens , par l’axe des y. 

X étant positif , les valeurs dey» sont toujours réelles. 


« 




,|i\ J by JÜOOglc 



DE LA PABABOLE. 


a63 


et d’autant plus grandes que x est plus grand. La courbe 
s’étend donc indéliniment de ce cùté de l’avc des x, et 
clic a la forme représentée fig. 70. Puisqu’il n’y a 
d’ordonnées réelles que dans ce sens , nous supposerons 
désormais x toujours positif. 

Le rapport du carré de l’ordonnée y»® à l’abscisse x 
étant, d’après l’équation précédente, le même pour 
tous les points de la courbe, il s’ensuit que, dans la 
parabole J les carrés des ordonnées sont entre eux comme 
les abscisses correspondantes. 


193. La ligne indéfinie AX se nomme Y axe de la pa- 
ralwlc; le point A en est le sommet j et le coefficient 
constant 4 a sin“ 2^' s’appelle le parainitre. 

Pour abréger, nous écrirons dorénavant up au lieu 
(le 4 a sin^c; et l’équation de la parabole sera ainsi 


y = . 


19.3. Nous venons de voir que l’axe AX coupe en 
(leux parties égales toutes les cordes que l’on peut mener 
dans la courbe parallèlement aux^. Mais il serait im- 
possible de trouver une ligne droite qui coupât en deux 
]>artics égales les cordes parallèles aux x , puisque ces 
cordes sont toutes infinies en longueur. Il n’en est donc 
pas ici comme dans l’ellipse, qusavait deux axes rec- 
tangulaires doués de celte propriété et passant par son 
centre; la parabole n’en a qu’un seul parallèle aux x\ 
ou, si l’on veut, l’autre parallèle aux^; est infiniment 
éloigné. 

1 94. En se rappelant la marche que nous avons su ivie 
dans l’art. i 43 , relativement à l’ellipse, on prouvera 
aisément que la quantité^* — 2 px est positive hors de 
la paralwle, nulle sur cette courbe, et négative dans 
son intérieur. 

195. On peut décrire très simplement la paralx)le 


4 


DE EA PAIIABOl.E. 


•i6i , 

de la iiianicre suivante (lig. 7 1 ). On ^lortera sur l’asè 
AX , du côté des abscisses négatives , et à partir de l’ori- 
gine, une distance Alt égale à 2p, ou au paramètre de 
la parabole. D’un point quelconque C , pris sur le même 
axe pour centre, et d’un rayon égal à CB, on décrira 
une circonférence de cercle. Du point P, extrémité de 
son diamètre , on élèvera la perpendiculaire indéfinie 
PM ; et , menant par le point Q la parallèle QM à l’axe 
des X, le point M sera à la parabole. 

Car , par cette construction , 

PM= AQ, et AQ’ = AB, AP, d’où MP“ z=up. AP. 

19G. On a vu, en traitant des sections du cône, que 
la parabole n’est qu’une ellipse infiniment allongée. 
Comme cette analogie peut nous être fort utile pour 
prévoir avec facilité les propriétés de cette courbe, il 
importe de la vérifier. 

Considérons donc une ellipse dont les axes soient 
aA, aB ( fig. 72 ). En plaçant l’origine au sommet A et 
en comptant les x positives vers AX , son équation sera 

y=|i{2Ax — x“). 

La distance CF du centre de l’ellipse à ses foyers est 
A“ — B^; en la retranchant du demi -grand axe A, 
on a la longueur AF, dont l’expression est 

AF = A— 

C’est la distance CF du sommet de la courbe au foyer le 
plus proche. Introduisons cette quantité comme une 

constante que nous représenterons par - , il viendra 

A>-B>=(a-0; 
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Substituant cette valeur dans l’équation de l’ellipse , 
elle devient 




y — 


■ {a A.X — x') ; 

IV 

ou , en développant 


Si, dans cette équation , nous donnons successivement 
à A différentes valeurs, p restant toujours le même, 
nous aurons une suite d’ellipses dont les grands axes 
seront tous différons , mais qui auront toutes la même 
position du foyer F, et la même distance du foyer au som- 
met delacourbe. Or, en augmentant ainsi le grand axe, 
l’ellipse s’allonge de jdusen plus, sans que les ordonnées 
de ses différens points augmentent dans le meme rap- 
port. En effet , considérons un de ces points dont l’ab- 
scisse soit a: , a: étant une quantité finie , et voyons quels 
sont les cbangemens de l’ordonnée corrcsjHnulante. A 
mesure que A augmente , x restant le même , les termes 
qui se trouvent divisés par A et par A“, dans la valeur 
de_y“, diminuent; enfin, lorsque l’on suppose A infini , 
X restant fini , ces termes deviennent plus petits que: 
toute quantité donnée, et la valeur dey' se réduit à 
son premier ternie, qui est indépendant de A • ou !>■ 
donc i^lors 

y = 2/ix, 

éejuation d’une parabole. Les ordonnées de cette para • 
bole approebent donc de plu* en plus d’être égales a 
celles des ellipses , à mesure que A augmente ; et l’on 
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peut prendre A si grand, que la différence , mesurée à 
une distance quelconque du sommet de la courbe, soit 
moindre que toute quantité donnée. 

197. D’après cela, il devient naturel de penser que 
le fojer commun de toutes ces ellipses jouit , dans la 
parabole , de quelques propriétés analogues , autant 
toutefois que peut le permettre la correspondance de 
leur forme : c’est ce que le calcul va confirmer , comme 
on le verra tout à l’heure. Aussi ce point se nonmie-t-il 
le foyer de la parabole; sa distance au sommet de la 


courbe est - , 
2 


c’est-à-dire qu’elle est égale au guart du 


paramètre. 

1 98. En cherchant les propriétés de ce point , il est 
visible qu’il ne faut s’attacher qu’à celles qui son\£om- 
patibles avec les modifications que les ellipses subqÿnt 
pour dégénérer en parabole. Par exemple , on 
plus chercher la propriété relative à la somme des di- 
stances, puisque le second foyer se trouve éloigné in- 
définiment; mais on peut se proposer de voir si la 
distance du foyer aux divers points de la courbe est 
encore exprimée, en fonction de l’abscisse, d’une ma- 
nière rationnelle. Or, il est facile de s’en assurer; car FM 
étant cette distance ( fig. yS ) , on a 


d’où l’on tire 

FM = .r-f^. V < 

2 

- V 

l^a distance d’un point quelconque de la parabole au 
foyer est donc exprimée, comme dans l’ellipse, par, 
une fonction rationnelle de l’abscisse. De plus, sa valeur 
est£galeà l’abscissedu point que l’on considère, aug- 
mentée de la distance du foyer au sommet de la courbe. 
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Par coiiscqueiit , tous les points de la parabole sont à 
« gale distance du fojer et d’une ligne BL menée paral- 

lëlenicnt à l’ase des y, à une distance ^ du sonuuct : 

cette droite se nomme la directrice de la parabole. 

1 gg. De là résulte un second moyen de décrire une 
parabole dont le paramètre est connu. 

De part et d’autre du point A (lig. 73), on portera sur 
l’axe AX les longueurs AB, AF, égales entre elles cl 
BU quart du paramètre de la parabole : le point F en 
sera le foyer. Par un point quelconque P de l’asc, 
on élèvera une per|jendiculaire indéfinie PM, puis, 
prenant la distance BP, du point F comme centre , avec 
cette distance pour rayon , l’on décrira un arc de cercle 
qui coupera la droite PM en deux jwints M, tn\ ces 
points seront à la parabole. 

En effet , d’après cette construction , on a 

FM = AP 4 -AB = a:+ 5 . 

200. On jveut aussi , d’après la même propriété , dé- 
crire une parabole par un njouvement continu, comme 
le représente la lig. y 4 . 

Pour cela , on ])lacera contre la directrice BL une 
équerre mobile EQR: puis, prenant un fil d’une lon- 
gueur constante, égale à QE , on fixera une de scs exlré- 
niifiis en E , et l’autre en F, au foyer de la paralnde; on 
,trndra ensuite ce fil par le moyen d’un st_>1e qu’on ap- 
pliquera contre la ligne QE; alors en faisant glisser 
l’équerre le long de la directrice, le sjle glissera le 
long de QE , et décrira la paraliole. 

En effet, on aura toujours 

FM-f ME--QM-I-ME, ou QM = MF. 

•201. 11 est également facile de s’assurer que la douldc 
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ordonnée qui passe par le foyer de la parabole est égale 
à 3p , c’est-à-dire au paramètre. “ 

203. Cherchons maintenant à mener une tangente 
à la parabole, dont l’équation est 

y = 2po;. 

Soient x",y", les coordonnées du point de tangence 
qui est supposé donné, on aura 

y"^ = upx-, 

et la tangente devant passer par ce point, son équation 
sera de cette forme, 

y —y'' = aix — x"). 

Il s’agit de déterminer a. 

Cherchons les points où cette droite , considérée 
comme sécante , rencontre la courbe. Pour ces points, 
les trois équations précédentes doivent subsister en 
môme temps. Retranchant les deux premières l’une de 
l’autre, il vient 

(> — /) (.y +y) = 2;; (r — x"). 

Mettant pour y sa valeur tirée de l’équation de la 
droite, le résultat est 

^ 2 ay“ -f- a“ (x — x") — a pj {x — x") = o. 

Cette équation est satisfaite quand x — x" = o, parce 
que le point qui a pour coordonnées x", y", est une des 
intersections de la droite avec la courl)c : supprimant 
çe facteur , il reste 

2 ay’ -1- a* ( r — x") — 2 /} = o. 

Les deux intersections de la tangente avec la courbe 
devant se confondre en une seule, la seule valeur de x 
tloit encore être x", comme la première. L’équation pré- 
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eétlenle «loit Jonc être satisfaite quand r = x", et 
y =y"\ ce qui exige qu’on ait 



et l’équation de la tangente devient 

En faisant disparaître le dénominateur y", et obser- 
vant que 

/•= rxpx", 

on peut lui donner cette forme 

^y'’=p(x-f-x'). 

Si l’on double cette équation, et qu’on k retranche 
de la précédente ,^on trouve 

y» _2^y' = _apx; 

ou , en ajoutant de part et d’autre 

iy—y"Y=y' — ^p^- 

La quantité 3^* — 2 px est donc constamment positive 
pour tous les points delà tangente, excepté pour celui 
dont l’ordonnée est y“. Tous ces points , excepté celui 
de tangence , sont donc extérieurs à la parabole (n“ 1 g 4 ). 

2o3. a l’aide de ces formules , on peut mener une 
tangente h la parabole par un point quelconque dont 
les coordonnées seraient x',y', et qui ne serait pas pris 
sur cette courbe. 

Car, ce point devant être sur la tangente, il faudrait 
qu’il satisfit à cette équation -, ce qui donnerait 

>.y=:p(r' + X»); 

en y joignant la relation 

>"‘=2px". 
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on pourra , au mojon «le ces «leux équations, «l«'--' 
terminer les inconnues c’est-à-dire les coordon- 

nées «lu point «le tangence , qui seront en général du 
second degré; puis , eu les substituant dans l’équation 
de la tangente , celloKii se trouvei’a déterminée , et 
passera par le point donné. L’élimination «le x* 
entre les «leux équations pré«xdentes donne 
y'’' — ^y'y"= — ^prf. 

y" aura donc en général deux valeurs , qui seront 
réelles, si la quantité 

y*~ ^px' 

est positive. Cette œndition sera satisfaite toutes les 
fois que le ]X)int donné sera extérieur à la parabole; 
et l’on pourra alors mener deux tangentes. Si le point 
est sur la parabole même , il n’y en aura qu’une seule; 
enfin , s’il lui est intérieur, il n’y en aura plus «lu tout, 
et le problème sera impossible. Nous donnerons plus 
loin «les moyens géométri(£ues très simples ]>our tra«*r 
les deux tangentes dans les cas où elles sont réell«M. 

2o4. Pour avoir le point où la tangente rencontre 
l’axe des x , il faut faire ^ = o , dans l'équation 

ce qui donne 

X = — X*. 

C’est la valeur de AT (fig. 76) : en lui ajoutant l’abscisse 
AP , abstraction faite du signe , nous aurons la sou- 
tangente 

PTrrax"; 

c’est-à-dire «jue, dam la parabole j la soutangenU 
est double de l’abscisse, Ceci fournit un pro«:édé 
très simple pour mener une tangente à cette courbe, 
quand on connaît le point de tangence on seulement 
sou abscisse AP. 
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La valeur Ue PT étant susceptible de croître in- 
déliniinent , le |H>lnt T s’éloigne de plus en plus 
tlu sommet de la courbe , à mesure que x" aug- 
mente. ■ 

205. Si l’on voulait tenir compte du signe de AT 
quand oa cherche la valeur de la soutangente PT, il 
semble , au premier coup d’œil , que l’on aurait 

PT = AT -f AP = — x' -+- x" = O ; 

ce qui donnerait la soutangente constamment égale 
à zéro , résultat absurde : mais ce n’est là qu’une er- 
reur de signe qui vient de ce qu’en ajoutant AP à 
AT dans la ligure , pour avoir PT , on ne tient pas 
compte de la position de ces lignes par rapport à 
l’origine commune, tandis que, dans l’expression ana- 
lytique, celte position est observée. Cette contradic- 
tion cesse lorsque l’on fait abstraction du signe — 
dans la quantité — x" , qui exprime la valeur ana- 
lytique de AT , eu égard à sa situation par rap- 
port à l’origine des coordonnées, et voilà pourquoi 
un parvient ainsi au résultat véritable. 

Ces modiiicatioiis , qu’il faut quelquefois faire 
subir aux expressions analytiques, pour en déduire 
les valeurs absolues des quantités géométriques , ne 
tiennent pas , cxnnme on vient de le voir ,■ à une im- 
perfection de l’analyse ; elles sont , au contraire , 
une suite nécessaire de sa grande généralité ; car , 
l’analyse donnant à la fois les valeurs absolues et leurs 
positions relatives qui sont indiquées par les signes 
-4“ et — , il faut la dépouiller de cette propriété , 
et faire abstraction de ces signes , quand on veut 
cK>mbiner les valeurs absolues des quantités indepen- ' 
darament de leur situation par rapport à l’origine 
commune. 

206. Occupons-nous maintenant de mener une nor- 
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male à la parabole. Cette normale étant une ligne 
droite, et devant passer par le* point de tangence, 
■son équation sera de la forme- 

/=n'(a:— x"). 

Mais, de plus, elle doit être perpendiculaire à la tan- 
gente , pour laquelle on a • 

. = 4. ' 


Il faut donc qu’il existe entre a et a la relation 
aa -4-1 = 0, ' 

qui donne 

a'=-4 

P - 

Alors l’équation de la normale devient 
y— / = ^ (r — x"). 

En y faisant _y nul, et prenant la valeur de x— x", on 
aura la sounormale , qui sera 

X— x'' = />; 

d’où l’on voit que , dans la parabole , la sounormale 
est constante et égale à la moitié du paramétre. Cette 
propriété fournit encore un autre moyen de mener 
une tangente à cette courlie, quand on donne le point 
de tangence ou scidement l’abscisse de ce point. 

207. Les directions de la tangente et de la nor- 
male ont , dans la parabole comme dans l’ellipse , 
des rapports remarqnables avec celles des lignes me- 
nées du foyer au point de tangence : nous allons 
examiner ces analogies. Pour cela, du foyer. F, où 

j^ = o, et X = ^ (fig. 75), menons une ligne droite 
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tjui passe par le point de tangence , son équation 
sera de cette forme 


y—y"=»{x — x'')-, 

et la eondition de passer par le foyer, dont les coor- 
données sont o et - , donnera 
2 

^-0.” 

2 

L’angle FMT , que cette droite fait avec la tan- 
gente à la parabole, a pour tangente trigofaomé^ 
trique 

4 — a 
i-{-aà 


En substituant -, dans cette expression , pour a sa va- 
leur qui est , et pour a. celle que hous venons dé 

y ■* 

trouver, observant de plus, que 
>"”= apx", 

elle se réduit à ^ ou à a ; d’où il suit que , dans la 

parabole J l'angle formé par la tangente avec Une 
droite menée du foyer au point de tangenne j est égal a 
V angle de la tangence avec l’axe ; Ae sorte que le 
triangle FMT est toujours isocBe. &>nséquen[unent, 
lorsque le point de tangence M est donne , on n a qu a 
prendre sa distance MF au foyer de la parabéle , puis la 
porter sur l’axe de F vers T, et mener TM ; ce sera la 
tangente demandée. 

208. Si , par le point de tangence M , on mené une 
droite MF' parallèle à l’axe , la tangente fera avec cette 
droite le même angle MTF qu’elle forme avec l’axe 

18 
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en T ; d’uù il .suit que, dans la parabole j les droites 
menées du point de tangence an foyer , et parallèlement 
à l'axe , font avec la tangente des angles égaux j pro- 
priété qui (levait iiatureHement résulter de ce que la 
paralx>lc est une ellipse ^dont le ^and aie est infini , 
et dont les foyers sont par conséquent infiniment éloi- 
gnés l’un de l’autre. 

209. De là résulte un moyen très simple de mener 
une tangente à la parabole par un point extérieur. 

Soient (fig. 76) G le point donné , F le foyer de la 
parabole , BL sa directrice. Du point G comme centre , 
ttyce un rayon égal à GF, on décrira une circonférenœ 
de cercle qui coupera la directrice en L et L'. De ces 
points on mènera ,LM , L'M' parallèles à l’axe ; M , 
M' seront les points de tangence , et GM , GM' les deux 
tangentes que l’on peut mener du point donné. 

Car , par la nature de la paraliolc , ML = MF ; 
de plus, par construction , GF = GL : donc la droite; 
MG a tous scs points également éloignés des points F,L, 
et ainsi elle est perpendiculaire à la ligne FL. Par consé- 
quent l’angle LMG , ou son opposé <MF, égale l’angle 
GMF : donc la droite MG est tangente au point M. La 
démonstration est la même pour GM'. 

Si l’on avait seulement besoin de la direction de 
la tangente , et que le point M dût être très éloi- 
gné, il serait plus (X)nunode de mener, du point donné 
G la droite GT, perpendiculaire à FL; ce serait la 
tangente demandée. ^ 

Si l’on rapproche <*tte méthode de celle que nous 
avons donnée (n“ i 5 g), pour mener une tangente à 
l’ellipse par un point extérieur, on verra qu’elles ne 
dînèrent l’une de l’autre qu’en œ que, dans la para- 
bole, le second foyer doit être considéré ronime in- 
finiment éloigné du premier ; ce qui rend parallèles à 
l’axe les lignes qui lui sont menées. La distance AB 
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tlu sommet de la parabole à la direcli'ice BL n’est 
autre chose que la diirérenee des lignes I''B, PA de 
l’ellipse (lig. 72), la première étî»nt égale au grand 
axe AA'; et voilà pourquoi AB = Al*. La directrice BL 
de la 11 g. 75 représente donc , dans la parabole la cir- 
conférence de cercle , qui serait décrite dans l’ellipse du 
point F', comme centre. Avec le grand axe pour rayon , 
circonférence qui devient une ligue droite, quand le 
point F' est infiniment éloigné. Alors le point L , uà la 
circonférence décrite du point G , comme Centre , 
avec GF pour rayon, rencontre la directrice BL, ré- 
pond au point dons lequel cette même circonférence 
coupait la précédente dans l’ellipse et la ligne 
droite , menée par le point L jiaraliclement à l’axe , 
répond à celle que, dans l’ellipse, on mène au second 
foyer F'. 

210. La propriété énoncée n® 207 peut servir encore 
pour mener à la parabole une tangente parallèle à une 
droite donnée; car cette droite étant connue, on aura 
l’angle qu’elle forme avec l’axe de la parabole : re- 
présentons-le par t; alçrs si MT (fig. y S) est la tan- 
gente cherchée , l’angle MTF devra aussi être égal 
à i. Mais , le triangle MFT étant isosccle, l’on aura en- 
core TMF = t. Conséquemment l’angle supplémen- 
taire MFX, sera égal à 2t, comme extérieur au triangle 
MTF. Cet angle sera donc connu; et, en le construi- 
sant, ou aura la direction du rayon vecteur MF , 
qui , par son intersection avec la courbe , donnera 
le point de tangence M. 

211. Si l’on considère les cordes qui joignent les 
peints où la parabole est touchée par chaque couple de 
tangentes menées d’un même jioint extérieur , les in- 
tersections de ces cordes oITrcnt des propriétés absolu- 
ment analogues à celles que nous avons trouvées pour 
le cercle et pour l’ellipse daus les n'” 12 1 et 160. 

j8.. 
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En effet , pour chaque couple tic tangentes menée* 
tl’un même point extérieur, dont les coordonnées sont 
xf , y' (fig. 7U), les coordonnées x", des deux points 
de tangence sont déterminées par la combinaison des 
équations 

(0 yy=é’(^" + x'), y‘'»=a/>jT. (a) 

On peut donc obtenir ces coordonnées par ,1’inter- 
section des lieux géométriques que ces équations re- 
présentent, en y considérant y»" et x“ comme -varia- 
bles : alors la seconde est la parabole même à laquelle 
les tangentes sont menées ; et la première , qui est 
linéaire , appartient nécessairement à la droite indéfinie 
qui passe par les deux points de tangence. 

Si l’on veut quec ette droite passe aussi par un -point 
donné O, dont les coordonnées soient a et & , il fau- 
dra que ces coordonnées étant prises pour x® et y* , 
satisfassent à son équation , de sorte que l’on ait 

^y =/»(“+»')• (3) 

Maintenant , si , sans changer a et £ , on fait va- 
rier X et y' , de manière que cette condition soit 
toujours remplie, il est sûr que la corde qui en ré- 
sultera passera toujours par le point donné , dont les 
coordonnées sontn et b. Or, ce mode de variation place 
le point de départ des tangentes sur la ligne droite re- 
présentée par l’équation (3), en y regardant x' et y' 
comme variables. Donc , s! de tous les points de cette 
droite, que l’on peut construire d’après son équation , 
on mène deux tangentes à la parabole, et que, pour 
chaque couple pareil , on trace la corde qui passe par 
les deux points de tangence , toutes ces cordes se cou- 
peront en un meme point , qui sera celui dont les coor- 
ilonnécs sont a et b. 

Si, par ce point commun d’intersection , l’on mènet 
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une droite OM, parallèle à l’axe de la paralwle, son 
équation sera 

y = b-, 

en la eombinant avee l’équation de cette c»urbe, qui 
est ' 

y* = upx, ^ 

on aura les coordonnées du point M où elle la coupe . 
D ésignons-lcs par x ,y, il vient 



Maintenant si l’on substitue oes valeurs pour dans 
l’équation générale de la tangeutc 

yy’=p{^+^”)> 

on aura l’équation particulière de la tangente TMT', 
menée à la parabole par le point M. Or cette équation 
sera 

Si on la compare avec l’équation (3) , on trouve que 
les coefficiens des variables Xiet sont les mêmes 
dans l’une et dans l’autre. Par conséquent, la droite 
polaire que l’équation (3) représente, est parallèle à la 
tangente TMT'. 

On a vu plus haut qu’en considérant y", x" comme 
varialdes , les deux points de contact des tangentes 
menées d’un point quelconque extérieur à la parabole 
sont situés sur la corde dont l’équation est 

y/=p(x*+x'). (0 

Or, si ce point extécleur était choisi de manière qu’il 
se trouvât en M', sur le prolongement de la droite OM 
dont l’équation est y — b, alors, y serait égal à i-, et 
ainsi la corde M"M", représentée par l’équation ( 1 ), 
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deTiendrail par<ill(-l«; à In droite polaire rqjrêscntéé 
par l’équation (3). Cette corde M"M* serait dont 
également parallèle à la tangente TMT’, ce qui suffit 
pour Lt oonstraire, puisqu’on sait d’aillenrs qu’elle doit 
passer par le point O. > 

De là résiste une construction bien simple pour 
trouver la droite qui contient les commets des couple^ 
de tangentes, quand on connaît le point de concours 
des cordes , et réciproquement Car , si ce point est 
donné et désigné .par O ( Ijg. 76 menez d’abord la 
droite indéfinie OM, parallèlement à l’axe de la para- 
bole; ensuite, par le point M où cette parallèle ren- 
contre la courbe , menez à celle-ci une tangente TMT'; 
puis, par le point ,donné O , menez une corde M"M*, 
parallèle à cette tangente ; enfin , par l’un des points M", 
M* ’, où cette corde coupe la parabole , menez à cette 
courbe une nouvelle tangente qui ira rencontrer la 
droite OM quelque part en M'; alors , par le point M* 
ainsi déterminé , menez une droite LM'L parallèle à 
la tangente TT' , ce sera la droite eberebée dont O est 
Je pô{e ^ en prenant ce mot de pâle dans i’accej>tioii 
qui lui a été donnée n" 121. 

Béciproquement , si la droite LL est donnée , il 
faudra mener à la parabole une tangente qui lui soit 
parallèle, ce qui se fera parle procédé indiqué n“ aïo. 
Le point de tangence M étant connu , on mènera par 
ce point une parallèle indéfinie MM' à l’axe de la pa- 
rabole, et par le point M', où elle coupera >LL, on 
mènera à la parabole une tangente M'M". Enfin , du 
point dp ^ngcnce M”, on mènera une corde parallèlè 
à la droite donnée IjL, et le point O, où cette corde 
coupera la droite M'M indéfiniment prolongée, sera le 
point commun d’intersection des cordes pour tous les 
couples de tangentes qui auront leur sommet sur la 
ligne LL. 
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Celle conslruclion s’accorde évideimuehl av«c celles 
rjsc nous avons trouvées dans les n“* 121 et 160, soit 
pour le cercle , soit pour l’ellipse , cl elle n’est cjuc le 
dcvcloppcnient des analogies qui existent entre ces 
courbes et la parabole. 

Lorsque le point de concours O est dqpnc sur l’axe 
lie la paraljole, la tangente ïï', la corde et |>ar 

conséquent la droite polaire LL, deviennent perj)ciuli- 
culairesà cet axe. Alors la sous-langcntc étant double de 
l’aljscisse, le point M' se trouve à une distance du som- 
met lie la parabole, égale h l’abscisse du point O. Il suit 
de là que la directrice de la parabole est la' ligne ]m>- 
laire de son foyer. 

1(1 Parabole rapportée à ses diamètres. 

212- Nous allons maintenant clrercber les systèmes 
de coordonnées obliques-, relativement auxquels l’é- 
ipialion lie la paralwle conserve la meme forme que 
lorsqu’elle est rapportée à son axe. Pour cela , il faut 
reprendre les formules générales 

A- = « 4 * x'cos«-j-j’'cos« , y ■= 6 4^a''sin « -f-y'sin «' ; 

car ,11 ne suffirait pas , comme on le verra tout à 
l’heure, de changer la direction des coordonnées sans 
déplacer l’origine. Ces valeurs étanh substituées dans 
l’équation ' 

y*= • 

elle devient 

_}''’siA'4-2j:y sin«sina'4-a;'’sin’«-}' — ^P\ 

+ 2(àsin«' — j)co 9 *')y'-f^ 2(àsin« — pcos»)x'J'~^ 

Pour qu’elle conserve la forme qu’elle avait d’aliord 
il faut qu’on ait 

sin«sinac=o, sin’i»=o, ôsiii»' — •/)cos<e'=o, à’ — 2np=0 
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elle se réduit alors à 



sin“«'’ 


La seconde des équations précédentes nous apprend 
que sin«==o, c’est-à-dire que l’âxe des x' est paral- 
lèle à l’axe d<»*x. Tous, les diamètres de la -parabole 
sont donc parallèles à son aXe. 

Les deux autres équations donnent 

b* = aap, tang«'='^. 


La première (fig. 77) niontre que les coordon-î 
nées a et à de la nouvelle origine A' satisfont à l’ér 
quation de la parabole. Cette origine est donc clic- 
méme un point de la courbe. 

La seconde détermine l’inclinaison de l’axe des y'’ , 
relativement à l’axe des x ; elle fait voir que cet axe est 
tangent à la parabole au point A'. 

Pour plus de simplicité , nous supprimerons les ac-. 
çcns des variables x’ et y', en nous rappelant toutefois 
qu’elles représentent des coordonnées obliques : nous 

ferons , de plus, = p' ; up’ sera le paramètre du 

diamètre auquel la courbe est rapportée , et Pon aura 
^ y* = ap'x. 

2i3. Les deux valeurs de_y, pour la même abscisse, 
étant égales et de signes contraires, chaque diamètre 
divise les ordonnées qui lui correspondent en deux parr 
tics égales. ' x 

ai 4 . La valeur préœdcnte de tàng «' donne 

sin*« z= —^ - = — t— , 

P -\-b^ aa-\-p 

En substituant ce résulfot dans l’expression de p', on 
trouve ' ' 
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^' = ait +/), 



Or, on a vu, dans l’article 198 , que ® "t* j ***■ 

stance du foyer de la parabole au point de la courlnj 
dont l’abscisse, comptée du sommet sur l’axe , est égale 
à a. Ainsi, dans la parabole ^ le paramètre cPim dia- 
rriètre quelconque est quadruple de la distance du foyer 
à ^origine de ce diamètre. Cette propriété subsiste pa- 
iement pour l’axe. 

ai4. L’équation de la paralxde étant de la même 
forme piir rapport à ses diamètres que par rapjwrt à 
son axe, les propriétés indépendantes de l’inclinaison 
des coordonnées seront communes dans ces diflércus 
systèmes. 

Ainsi, pour décrire une parabole lorsque l’on con- 
naît le paramètre d’un de ses diamètres et l’inclinai.son 
des ordonnées correspondantes , on décrira une autre 
parabole sur ce diamètre pour axe avec le paramètre 
donné , et ensuite on inclinera convenablement les or- 
données de cette courbe , sans changer leur longueur. 

ai5. Six",y', sont les coordonnées d’un point quel- 
fxinque de la courbe , on aura 

y" == 2/>V; 

et l’équation de la tangente à ce point sera de celte 
forme 

/ = n(x— ’x*). 

Le système de ces formules est le mciuc que dans 
l’art. 202; et, comme il faut les combiner de la niéme 
nianièrc, ou en déduira un résidtat analogue, qui sera 
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et l’équation de la tangente deviendra 
yy“ =p' {x + x"). 

Elle aura donc la meme forme que lorsque la courbe 
est rapportée à son axe. 11 en sera de même de l’expres- 
sion de la soutangente , et l’on en déduira , comme dans 
le n“ ao 4 , (pi^eiu est double de l’abscisse correspon- 
dante. L’abscisse est alors comptée sur le diamètre , à 
partir du point où il coupe la courbe. 

Il suit de là que pour mener , par un point donné M 
de la parabole, une tangente à cette courbe (fig. 78) , 
il faut consti’uire l’ordonnée PJVt au diamètre A'X', 
qui peut être quelconque, puis prendre A'T = A'P, et 
mener MT' : ce sera la tangente demandée. 

En prenant une marche inverse de celle que nous 
avons suivie , il serait facile de rapporter la parabole 
à son axe quand on a son équation rapportée à un de 
ses diamètres. Gimme cela n’a aucune diillculté , nous 

' f 

ne nous y arrêterons pas. 

Sur V Equation polaire de la Parabole , et sur 
la mesure de la surface. 

216. Tous les diamètres de la parabole étant parallèlé-s 
à son axe, on ne gagnerait rien à la rapporter à l’un’ 
d’eux, plutét qu’à l’axe, avMit de la transformer en co- 
ordonnées angulaires. Reprenons donc son équation re- 
lative à l’axe , qui est 

y = apx-, 

puis, représentons par x', y', les coordonnées recti- 
lignes AP', P'O du point O (fig. 79), où l’on veut placer 
le pèle des coordonnées angulaires. De ce pôle, menons 
à un point quelconque de la courbe , un rayon vec- ^ 
teur OM, que nous nommerons r, et désignons par v 
l’angle MOX' formé par ce rayon avec une ligne fixe et 
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donnée OX', laquelle forme elle-mcrae un angle A avec 
Taxe AX de la parabole. Les formules générales de 
l’article loo , deviendront appliealjlcs h ces construc- 
tions , et donneront pour les valeurs des anciennes co- 
ordonnées x,yj en fonction des nouvelles, 

a: = x'-f- r cos (t» -f- •)> 3' r sin 

Substituant daijs l’équation de la courbe, il vient 
çin’(t'-f^)i'*-l-a(jr'sin(u-b«)— />OOs('«>+.«)]r-f-^*-T-2px'=o. 

C’est l’équation polaire la plus générale de la parabole. ^ 
Ainsi , en lui comparant terme à terme une équation 
polaire du second degré , qui serait supposée appartenir 
à cette courbe, on verrait si l’identité est réelle; et 
dans le cas où elle aurait lieu, la comparaison des 
cœfiîciens déterminerait m, et p, c’est-à-dire les 

coordonnées du sommet de la parabole , la direction de 
son axe par rapport à la ligne fixe OX' et son para- 
mètre : cette comparaison est tellement facile , que nous 
ne nous y arrêterons point , et nous ebereberons plutôt 
à appliquer l’équation à quelques cas simples , dont la 
discussion achève de compléter ce que nous avons déjà ’ 
dit précédemment sur l’emploi des coordonnéespolaircs. 

217. Nous choisirons pour un de ces cas celui où la 
ligne OX', à partir de laquelle les angles se comptent , ' 
serait parallèle à l’axe même de la parabole' (fig. 80). , 
Dans ce cas, « est nul, et'l’équation en r et t' devient ‘ 
simplement 

r* sin’ v- 1 - 2 (y'sins’ — p cosv)V — 2pv'==o. 

Si le pôle est sur la courbe mémo, on a 1% 

y'^ — 2px' à-, J. .. 

alors une des valeurs de r est nulle, et l’autre devient 
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Si cette seconde valeur de r était nulle , le rayon veo 
leur serait tangent à la courbe; pour cela, il faudrait 
qu’on fît 

/jcnsv-— sini' = o, ou tangv = ^; 

cnelTet, ceci est la relation trouvée dans le n” aoa pour 
l’inclinaison de la tangente sur l’axe. 

Reprenons l’équation générale eu r*, et supposons que 
l’on y fasse seulement y' = o ; le pôle sera alors placé 
sur l’axe delà parabole, et l’équation en r deviendra 

r* sin* ♦> — 2/» cos v . r = 2 px', 
qui donne pour r ces deux valeurs , 

/> cos V î '^2 px' sin’ c cos” V 

sin’ V 

La quantité comprise sous le radical peut se mettre 
sous la forme 

P* + (2 px' — p’) sin’ t’ ; 

elle ne peut pas devenir indépendante de v, à moins 
que l’on ne fasse 

upx — p* = o, ou * 

ce qui met l’origine des rayons vecteurs au foyer de la 
parabole. C’est donc dans ce cas seulement que le 
rayon vecteur peut être exprimé rationnellement' 
en fonction de l’abscisse. Alors, la partie radicale 
de r devient \/p’ sin’ V + p’cos’v, ouV^p*; ce qui 
rend l’extraction possible, et il en résulte ces deux 
racines : 

P (cos y + 1) P (cos y — 1 ) 

sin’ V ’ sin* v 

C’est à quoi l’on aurait pu parvenir directement , en 
mettant tout do suite dans l’équation générale relative 
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aux coordonnées angulaires, les valeurs_y = o, ^ , 

qui placent l’origine de ce système au foyer de la 
courbe. Maintenant, de ces deux valeurs de r, la se- 
conde doit être rejetée ; car toutes les valeurs possibles 
d’un cosinus étant moindres que i, cos v — i sera tou- 
jours négatif, et donnera son signe au rayon vecteur r. 
Reste donc la première valeur. Pour celle-ci , on voit , 
par le même priticipe, qu’elle donnera toujours r posi- 
tif , quel que soit v. On peut la simplifier en observant 
que si n’ V est égal à i — cos*v, ou à (i-f-cosv) 
( 1 — cos v) ; de sorte qu’en supprimant le facteur com- 
mun 1 -4- cos V, il reste i 

X — cosv 


c’est l’équation polaire de la parabole , en plaçant l’ori- 
gine au foyer de cette courbe , et comptant les angles x'i 
à partir de l’axe, du cêté où il s’étend indéfiniment. Aussi 
v=o donne-t-il r infini , parce que le rayon vecteur r 
se confondant alors avec cette partie infinie de l’axe 
ne rencontre pas la courbe. Mais toute autre valeur 
de V, depuis o° jusqu’à 36o°, donnera des valeurs finies 
pour r. Quand v — go“, cos v est nul , et r = p ; quand 

i> = i8o",cos ♦'= — 1 , et r= En effet, dans le pre- 
mier cas, le rayon vecteur est l’ordonnée qui passe 
par le foyer, et que nous avons vu être égale au 
demi-paramètre. Dans le second , r est la distance du 
foyer au sommet de la courbe*, distance que nous,avons 


vu être égale à ^ ou au quart de ce même paramètre. 


En général , l’équation polaire renferme toutes les pro- 
priétés de la courbe , et les donnerait par la discussion . 
ai 8. Cette équation aurait pu setléduirede l’équalion 
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polaire Je l’ellipse convenablement modifiée. En effet, 
«n plaçant l’origine des . rayons vecteurs au foyer , et 
comptant les angles v , à partir du sommet le plus 
éloigne de l’ellipse, nous avons trouvé > n® i 84 
^ _ A (i 

I — geosr' 

Pour foire coïncider cette équation avec celle de la pa- 
rabole , il suffit de faire 

p=A.{i — e'), 

et de supposer ensuite A infini, et g = i ; cç qui 
alongc indéfiniment l’ellipse. En effet, la quantité 
A(i — g*) est le produit des deux facteurs A (i — rg), 
; dont le premier (n“ 1 96), représente la distance 
du sommet de l’ellipse au foyer le plus proche. Ainsi 
quand on suppose A infini et g=i , dans le produit 
A(i*— g'“),ori obtient siMplenveut ledouble de cette distance 
dans la parabole; ce qui donne encore une quantité finie. 

2>g. Jusqu’à présent nous avons tiré de la seule 
équation de la paridxde les propriétés qui la caracté- 
riænt : réciproquement , ces propriétés nous condui- 
raient à l’équation de cette oouidie. 

Proposons-nous, par exemple, de trouver une 
eourbe telle, que les distances de chacun de ses points à 
une droite et a un |K>int donné soient égales entre elles. 

Soient (fig. 8 1 ) F le ^xnut donné , BL la droite donnée. 
Prenons pour axe des abscisses la ligne FB, perpendi- 
culaire à BL,. et plaçons l’origine au point A; milieu 
de BF, quë nous ferons égal à p; les ordonnées seront 
parallèles à la droite BL. 

Pour chaque point M qui appartiendra à la eourbe 
cherchée, nous aurons , en nommant r la ligne FM, 


■=y+(-«y. ■ 


r — X 
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Eliminant v, il viendra 


a8; 


y* = upx, 
équation à la parabole. 

- Cette oourlie était également caractérisée par Té- 
quation 


r=x-f- 


P, 

a’ 


car les distances r étant variables en même temps que 
l’abscisse x, peuvent convenir successivement à tous 
ses points , et se détermineront pour chacun d’eux dès 
que X sera connu. 

aao. Si nous transportons l’origine des x au foyer F, 
pour lequel 



il faudra , en nommant x' les nouvelles al>scisses , qu’on 
ait 



valeur qui , étant substituée pour x , donne 
r = x' 

aai. Si l’on introduit, au lieu de l’abscisse x', l’angle 
MFX que forme le rayon vecteur avec l’axe du côté où 
<celui-ci s’étend à l’infini , on aura 
x' = r co s V, 

et l’équation précédente devient 

r=p + r cos<^; 

d’où l’on tire 

r=-JL_; 

1 -f* cos V 

C’est la même équation que nous avons déjà obtenue 
plus haut. 
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222. Quoique l’aire totale comprise entre les brandira 
«le la paraliole soit indéfinie, on peut cependant évaluer 
«l’une manière algélwique une porticm quelconque de 
«»tte aire «ximprise entre les limites données. 

Considérons, en effet ( Kg. 82 ) , le segment parabon 
lifjue APM terminé par l’abscisse AP comptée sur l’ase, ■ 
et par l’ordonnée PM ou _y. Si l’on mène les droites MQ , 
AQ, la première parallèle, la seconde perpendiculaire 
à l’axe, on formera le rectangle APQM, dans lec|uel b 
l’aire du serment pai'abolique APM se trouvera com-^ 
prise , et cette aire sera égale aux deux tiers du rec- 
tangle , comme nous idlons le démontrer. 

Pour «ola, «oncevons un polygone rectiligne quel- 
conque MM'M*.» inscrit à la parabole; des sommets de 
ce polygone, menons des parallèles aux lignes AP et 
PM , elles représenteront les abscisses et les ordonnées 
de ces sommets : ces lignes, prolongées, formeront les 
rectangles PP/jM', PT*"p'M".- qui seront intérieurs à 
la parabole, et les rectangles QQ'^M', Q'Q"y M"... qui 
lui seront extérieurs. En représentant les premiers j>ar 
P, P', P"..., les derniers par p,p, on aura 

P=y(*— p=^'{y—y')\ 

ce qui donne 

P _y(- g— J:' ). r 

P ^y—y'V 

or les ]ioIiits MM'.... appartiennent à la parabole s 
ainsi on a 


y<‘=apx, y^=2px-, 

ce «pii donne 

2/J 3p 

en substituant ces valeurs , le rapport «le P .H /» de- 
vient 

p^y(.y^-y)^j'+y 

P y) y ■ ' • 
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■ mèmès rtîsohhfemeilS potivanl ^appUq 
cesavement à tous les fcètés du polygone, 
cette snité d*è*iuMi6hs 

P y ’ 


289 
uer suç- 
on aura 


p' y" 


^ MÎft W ... étant absolument arbitraire j 

oEi pérft espâèor SèS Somniels de manière qu’en dési- 
gnant par » une constante quelconque prise à vo- 
lonté , on ait toujours 


y— / = •/, 

j'— /=s.ÿ% 
y—y^=my’, 

et ainsi de éüitë : ceîà revient k faire décroître y', 
y*...., suivant une progression géométrique. D’après’ 
«tte supposition très pterhliàe , les rapports précé- 
dens devienDent 

P 

-=24--, 

P* 

c’esl-èHllrè qrf’iÎAjiepbilt toÜs égaux entre eux, queUe que 
soit la Valedr de A : dn aura donc aussi , en composant 
ces rapports 

P -H y 4- P" -4-... etc. 

P 4“ +/»*+••• etc. 


^9*^ nF. I.A PARAB)IX. 

l.f iiiiniéiatpur du premier membre est la somme 
des recfaii^les inscrits à la paralwle; le dénominateur 
est la somme des rectangles circonscrits. A mesure 
que *p diminue, le rapport de ces quantités approche 
de plus en plus d’être égal à 2 ; et l’on peut prendre 
• SI j^tit , que la différence soit moindre que toute 
quantité donnée : mais en même temps la somme 
des rectangles approche de plus en plus d’être égale 
aux scgmens curvilignes inscrits et circonscriu à la 
parabole. Par conséquent, la limite de leur rapport 
est égale au rapport des scgmens; et, en représentant 
le premier de ceux-cî par S, le second par s, on aura. , 


S 



ce qui donne 



et enfin, en divi.sant ces équations membre à membre y 
S = I (S + s). 

S -f- s est la somme des segmens inscrits et circon- 
scrits a la parabole : c’est par conséquent la surface 

“ "“a ^ P^'^bo- 

APM Us deux tUrs du rectangU construit sur 
l abscisse AP et P ordonnée PM. 

22.3. Les courbes, qui sont telles que l’on peut assi- 
gner ainsi algébriquement la valeur d’une portion quel- 
TOnquede leur aire, se nomment courtes quarrabUs^^ 
On vmt que la parabole est de ce nombre. Il n’en 
est pas de même de l’ellipse, dont l’aire renferme- 
1 expression de la circonférence du cercle. 
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De V Hyperbole. 

224. En prenant sur une dés génératrices d’un 
téne droit, à liasccirculaire, une distance arbitraire a, 
à partir du centre , et menant par ce point un plan 
coupant incliné de l’angle i sur la génératrice, nous 
avons trouvé pour l’équation de l’intersection 

_y“cos*t' + x’sin i sin (i -f- 2 e) — ax sin 21^ sin » =é: o. 

Lorsque l’aille i surpasse 180 — at> , ce qui rend 
i + 2^' plus grand que 180“ et sin (i + 2»’) négatif . 
nous avons vu que le plan coupant rencontre les 
' deux nappes de la surface conique , et donne géné- 
ralement pour intersection une courbe appelée /ly- 
ptrbole , laquelle est composée de deux branches sé- 
parées j qui se tendent indéiiniment sur chaque nappe 
du cône. Nous allons discuter en particulier les pro- 
priétés de ce genre de courbci. 

Pour avoir les points où elle coupe l’axe des x , fai- 
sons ^^=0 : le premier terme disparaît ; tous les au- 
tres sortt divisibles par sih ij et, en supprimant ce 
facteur , il resté ' 

a;*sin (» -f- — ax sin 2v z= o ; 

ce qui donne pour x deux valeurs 

* asin2(^ 
sin (t + 2f^) 

c’est-à-dire que cela a lieu dans deux points difie- 
rens , dont l’un B ( fig. 8.5 ) est l’origine même des 
coordonnées , et l’antre B’ est situé sur l’axe des ab- 
scisses, à une distance de cette origine égale à.... 

a sin ut> 

sin (j -f- 2»^) ’ conséquent négative , puisque 

19.. 
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sin(t + négatif dans les limites de direction 

cjiie nous avons assignées au plan coupant. 

En faisant x x= o , on aura les points où la courbe 
coupc^’oxe des_y : cette supposition donne 

y‘ = Oi 

«^est-à-dire <pi« cela ii’a lieu que dans un seul point, 
qui est l’origina des coordonnées 5 mai» comme los 
deux ordonnées s’y réunissent , l’axe des y est tan- 
gent à la courbe. 

Résolvons maintenant l’équation par rapport à y , 
nous aurons 

v = ±— ^ V/- x'siaisin (i-J» st') cxsinarsin i. 

•J cos h' 

l valeurs de y étant égales et de signe contraire , 
U eeurbe est symétrique au-dessus et au-dessous de 
l’axa des jr. 

Comme le facteur sin (i+ar) est négatif, le terme 

x‘ si» i si» (t4- a*.*) sera toujours positif , quel que 

soU X ; mais le. signe du seocmd terme pourra varier. 
Cependant, lorsque * sera positif, ce terme sera éga- 
lement positif; ainsi la quantité radicale sera alors 
réelle , quel que soit x, et la courbe s’étendra dans ce 
sens indéfiniment. Mais il n’en sera pas de même du 
cône des x négatifs. Enefet, locsquftxdeviondjra négatif, 
et commencera a croître dans ce nouveau sens , vers BX , 
le terme ux sin i sin o</, devenu négatif, l’emportera 
sur le terme — i*sÎH i sm + qui reste toujours 
positif) de sorte quo la partie radicale de l’expression 
de y «leviendra imaginaire. Pour bien voir les limites 
dans: lesqn^les cela aura lieu , il n y a qu a mettre 
cetto exipressioB sous la forme suivante , 

1 / r~ a sin ai» T 
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Dans la supposition actuellement faite sur t -1- at- , 
le produit —sinisin(j+at') a toujours une valeur 
constante et positive; ilsulTiradonc de considérer les v.i- 
riatioiis de signe qui peuvent provenir des autres fac- 
teurs. Or le premier de oea facteurs étant x lui-meme , 
devient négatif avec cette variable ; mais quant au se-- 

, asinat^ ^ .... 

cond , comme — • — r: r est une quantité posi- 

sin (» -f- 2v) 

tive , il ne peut devenir négatif, à moins que la valeur 
négative attribuée à jt ne simpasse cette quantité ; et 
pour toutes les valeurs plus petites de x , il sera posi- 
tif , ce qui rendra toute la quantité affectée du radical 
négative , et y imaginaire. On voit donc que cette ima- 
ghiarité subsistera du cété des abscisses négatives depuis 



jusqu i 


X — 


asiapu’ 
sin(»-h af)’ 


c’est-à-dire depuis B jusqu’à B'. Mais pour toutes 
les valeurs négatives de x, plus grandes que cette 
•seconde limite , les deux facteurs variables qui entrent 
•sous le radical seront tous deux négatifs , et donne- 
ront par conséquent un produit positif; de sorteqiie 
y redeviendra réelle pour toutes ces valeurs. Ainsi , à 
partir de ce terme, qui répond aupoint 1^, la courbe 
s’étendra indéfiniment , tant au-<lessus qu’au dessous 
lie l’axe des abscisses, comme elle le faisait du télé 
des X positifs, à partir du point B. 

11 résulte de cette discussion que l’hyperbole est 
une courbe composée de deux parties séparées, telle 
que la repré-senfe la figure 85 , oà l'origine des ébor- 
données est supposée placée au |M>int B. Nous avions , 
en cflel , prévu celte forme , d’après la disposition 
ilu plan coupant dans le cône (fig. .^6 cl .^7). 

Si r '011 considère , dans ces mêmes figures , le 
triangle BB'C, où ja ligne BB' est la partie de l’axe 
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lies X comprise entre les deux nap£>cs du ctine, il 
est évident que l’on a l’angle CBB' = 180 — i , et 
l’angle BCB' = 180"— ae; conséquemment le troi- 
sième angle CB'B = »-l-2e — 180®. De plus, nous 
avons désigné par a le côté CB de ce même triangle. 
On pourra donc obtenir BB', en établissant la pro- 
]x>rlion des sinus aux côtés opposés , et en le faisant , 
on trouvera 


BB' = - 


asin 2e 


sin (i - 1 - 2 t’)' 

Ce qui est précisément la valeur trouvée plu? haut , 
pour la distance des deux commets de la courbe ; cette 
distance se nomme le premier axe ou l’axe réel de 
l’hyperbole. 

225. Transportons l’origine des coordonnées en A au 
milieu de BaxeBB'fig. 85. Soit AP une nouvelle abscisse 
quelconque , que nous nommerons -f- x', et qui sera 
comptée positivement dans le même sens que les pre- 
mières BP, nous aurons 

, . asin2v> 

x = x ^ — V : 

2SIII (r -1- 2f) 

et en remplaçant x par cette valeur , il viendra après 
les réductions 


y-’cosV -1- sin tsin (<-|- 2 f')x'* = 


n'sin tsinVcos'r 


sin (i -f- 21’) ’ 

équation précisément pareille à celle que nous avons 
trouvée n® i35, pour l’ellipse, avec cette seule diSër 
rence que le produit siq i sin (t -f- 2v>) , qui forme le ’ 
coefficient de était alors positif, comme celui de 
y’, tandis que dans le cas actuel U est négatif. 

En faisant y = o , on trouve 
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OU , ce qui est la même chose , 


a sin 2i^ 
2sin(t•^-2^’) ’ 



valeur égale à la moitié de la distance BB', comme 
on devait évidemment le prévoir ; mais , en faisant 
y = O , on trouve 

. / sint 

J' = — “ *’\/ ■ /• ' , \ i 

V sln(^ + 3 ^') 

valeurs nécessairement imaginaires, puisque sin(i-f-2t’) 
est une quantité négative , et que sin i , au contraire , 
est toujours positif dans toutes les positions du p 1 ait‘ 
coupant. Ce résultat pouvait encore se prévoir aisé- 
ment, puisque nous avons reconnu tout à l’heure 
que la courbe n’a pas d’ordonnées réelles entre les 
points B et B' , iig. 85 . Malgré celte > circonstance , 
l’équation de l’hyperbole prend , comme celle de l’el- 
lipse, une forme très élégante lorstju’on fait 

.. rt’sinVcosV ^ n’sinVsinî 

A*= . , . , V, et B’= — . , r; 

sin’t» + 2(-) ' siu(i-t-2e) 

çar en multipliant les deux membres de 1 équation par 
le facteur ^ 

a’sin't' 
sin’(i -f- 21')’ 

on trouve , après avoir supprimé les accens devenus- 
désormais inutiles, > - >- • 

Ay — B’ J» = — A’B*. ' - 

Les quantités 2A , 2B , se nomment les axes de l’hy-._ 
perbole , quoiqu’en effet cette courbe ne détermine 
réellement , par son intersection , que le premier 
d’entre eux. Le point A est le centre de la courlie. 
Lorsque l’équation de rhyperbolc- se trouve ramenée 


BS 

à cette forme , les coordonnas étant v^^taf^Uire&jK 
on dit qu’elle est rapportée au centre et à ses ai.es. 
Tonte ligne menée par le çentre, ^ terminée à la 
courbe, se nomme diamètre , et il résulte de la forme 


■Çent PW çentçe en p»rtW«i «gales. 

226. L’équation de l’ellipse , rapportée aussi à ses’ 
aies et au centre , est 


> ' Ay4-B‘x'‘ = A*B*. 

En la çpmj:)erant ^ ceUg ^ l’I^jperbiele > ««. witqu», 
pom: ^ i'unA à <tha»gtr^ 

cela est es eBft éTHleat d’après la 
<WapMaisQn des râleurs que ’uous aïons attribuées à 
fk* dana ce» deui courbes, puûqu’ddes ue diflèroat 
l’iWff de l’entre que par le signe; lyais cette analogie 
très wnpie est importante par la facilité qu^ode 
donne pour passer des propriâés de P^ipse à oeUes 
de V^jp^bole, et réci]proquement. 

Ce que nqv^ avons vu relativement à 1 ^ ip^che des 
ordonnées dans les deux courbes, est une suite de 
celte loi; car, sî l’on considère une hyperbole et une' 
ellipse dont les aies seraient les mêmes , et qu’on su- 
perpose ces aies, l’eUipse se trouvera comprise tout 
entière dans les limites entre lesquelles l’hyperbole 
devient imagiuanre ; et féetproquement, l’hyperbole 
aura des ordonnées réelles pour toutes les abscisses 
auxquelles l’ellipo^ ue s’étend, ppint. 

I^s^ue les deqi aies de l’hyperbok sont égaui 
entre eux , son équation devient 


y— x*= — A‘: 

on dit alpra qu’ellqiOst i^pu^tèrt. 

Lorsque les deux axes de l’ellipse sont égaux , son 
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équation devient 


et elle se rWuit à ui^ cercle, L’h;j'pçrl|ole équtUttëre 
est donc, entre les h^^rbeles crdin^ûr^ i çq qu’est k 
cercle entre les ellipses., 

027. Si par le point B'^ pour lequel ,y ;=;<», et 
x = — A (fig. 86) , on mène \m,c ligne clroik incliné# 
4’une manière quçlçpiique, , ellq aqra po^ç équa- 
tion 

= A), 

Si par le point B , pour lequel y= o , et .x = -J- A , 
on mène une ligne droite pareillement inclinée d’une 
manière quelconque , elle aura pour équation 

J' = «'(* — A). 

Pour que ces deux droites se coupent sur l’hyper- 
bole, il faut que. Içurs équations puissent subsister 
en même temps , et avec cello de cette courbe. Or , 
en les multipliant membre à membre, clics don- 
nent 

y* = aa' (x*-rr A*) ; 

et , pour que ce résultat s’accorde avec Pcquation de 
Hiyperbole mise sous cette forme 


>■ X 




il faut qu’o# ait 



ceci établit donc une relation constante entre les an- 
gles que forment avec le grand asc les lignes me- 
nées des deux sommets de la courbe à un de ses 
points. Il en résulte que çes angle» pnt toujours leurs 
tangentes trigonbmétriqucs de même signe. 


^9® M l’hypiihbolb. 

Lorsque l’hypcrlwle est cquilatère , A = B , il vient 
alors 

aà ~ I ; 

c est-a-dire que, dans l’hyperbole cquilatère , les droites 
menées du même point de la courbe aux extrémités du 
grand axe , font avec lui des angles aigus , dont l’ou- 
verture est dirigée dans le même sens j et dont la somme 
est égale à un angle droit. 

Les droites, menées de la même manière dans le 
cercle, font aussi avec l’axe des angles aigus dont la 
somme est égale à un droit; mais leurs ouvertures sont 
dirigées dans des sens contraires. 

238. Si l’on introduit les expressions des axes A 
et U dans l’équation de l’hyperbole du n" 224 , où l’orir 
giuc ctait au sommet ^ en prenant pour A la valeur posi- 

.. asini^cosi' „ , . 

tive— -r— T-— — ^ elle devient 
8in (i-f* 

. . .y*=|îf^*+2Ax), 

et peut se mettre sous la forme 

B* ! 

y=^(x + 2A)a:. 

X et -f- 2 A sont les distances du pied de l’ordonnée 
PM aux sommets B et B' de la courbe ( fig. 85 ). On voit- 
doue, par cette équation, que les carrés des ordonnées 
sont entre eux comme les produits de ces distances. On 
aurait pu tirer directement ce résultat de l’équation 
rapportée au centre; car, soient x,y ; x',y', les coordon- 
nées de deux points quelconques situés sur la même 
hyperbole; on aura, pour le premier, 

pour le second, f 

B* . -I ^ 
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Divisant ccs cquations ntciui>rc à iucnil)i c , on aura 

y'"* x'‘ — A* 

y' X* — A* ’ 

ou , ce qui est la même chose , ‘ 

y^ __ { x' + A ){x’-\) 

y\ (x+A)(x— A)’ 

qui exprime la propriété que nous venons de démontrer 
en transportant l’origine au sommet de la courbe. 
aag. En changeant les * en y, et les jr en x, dans 

elle devient 

AV— By = — A*B‘, 
ou BV— AV= A*B*. 

. l U A- ‘ 

Cette transformation n’influant que sur le choix des 
axes, l’équation précédente doit encore appartenir à la 
fnéme hyperbole; et l’on peut aisément le vérifier en la 
discutant. Mais, ici, la supposition de * = o donne y 
réelle ; et_y = o donne x imaginaire, parce que la courî» 
rencontre le nouvel axe des ordonnées, et ne rencontre 
point l’axe des abscissesT elle est àlots placée comme le 
représente la cou rhe ponct née de la figure 86, son prtaMCc 
axe étant hb' . Dans cette situation , on dit qu’elle est ny»:- 
portée à son second axe, parce;qtie c’est. sur celtii-ci 
que les abscisses sont comptées. On voit qu’il n’en ’ést 
}ias de l’hyperbole comme do l’ellipse , dont l’équation 
garde la même forme , quel que soit celui de .scs axes 
qu’on prenne pour axe des abscisses , et cela vient de ce 
que l’ellipse est symétrique par rapport à ses deux axes, 
au lieu que l’hyperbole ne l’est ]ias rclalivemeul aux 
siens, puisqu’elle n’en rencontre qu’un seul. 

a3o. D’analogie de ces deux courljes nous conduit 


l’équation 


A*j* — BV = — A’B*. 


I, 
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naturellement à chercher s’il n’existe j>as dans l’h^’per- 
hole des points corrospondans aux foyers de l’ellipse. 
Four les découvrir , rappelops-nous que, dans l’ellipse, 
leur abscisse avait pour valeur ;;t l/ A* — B" ; çe sera donc 
pour l’hyperbole, en changeant B en 
B-y/ — I . En effet, si l’on suppose, pour ^ips de simplicité, 

et qu’ou prqune deua- points F, su» l’axe (fig. 87) , à 
«eettç distance du oqatre de rUype»We, on trouve 

FM* =y' + (* =r^ (*•'- + x'—aex -f-c* • 

d’oîi l’on tire , après les rédactions faites ; ^ 

FM = — — A. 

ÇV 

On trouve de même 

rm=^+A-, 

A 


c’est-à-dire ^ue les distances sont exprimées 

en fonction de ^abscisse x (tune manière rationnelle. En 
retranchant ces équations l’une de l’autre , on trouve 

rM — FM = 2A;., 

c’est-à-dire ÿua la différence de ces distances est égale 
au premier c(xe de Uhyperbole. A cause de oes pror 
priétés , les points F, F' déterminés par la valeur pré- 
cédente de e , se nomment les foyers de l’hyperbole. • 
En faisant x = d: V’^A* -t- B* dans Féquation de la 
courbe, on aura l’ordonnée qui passe par le foyer , et 
sa valeur sera 

y==*^. 


JjC double de cette ordonnée, ou 


2 B* 


s’appelle le 
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pammitr* de l’hyperbole. Cest une troisièine ptepor.< 
tionoelle deux axes. 

a 3 i. Pour trouver géométriquement la positûm des 
foyers F^F'< fig. 87 * o»a élèv«?a à Tune des extrémités du 
premier axe BB' oneperpendtculairel^iyégaleà la moitié 
du second axe B. On mènera l’hypoténuse AÉ ; puis , du 
point A, comme centre avec cette ligtië pour rayon, on 
décrire unccirconférénoe de cértde, qui coupera l’axe en 
deux points F, F'. Ce seront ks foyer* de l’hyperbole. 

On prouvera facilement que la double ordonnée qui 
passe par ces foyers ist égale àu pararnètre de la courbe. 

a 3 s. Les peopriétè» précédentes fournissent, pose la 
description de l’hyperbole, un procédé analogue à Oelui 
que nous avons employé pour l’ellipse, dans l’art. i 48 . 

Du foyer F, comme centre (Cg. 88) avec un rayon 
quelconque BO , on décrira tnie circonférence de 
eercle. De l’autre foyer F' comme centre, avec B’O ou 
Bif 4. BO pour rayon, on décrira «ne autre circonfé- 
rence de cercle i les pointa M , M' où elle Coupera la 
précédente appartiendrmat h Vh^yprabole; ear, d’après 
cotte oonstruotien, on aura touioprs 

FM— FM = 2 A. 

En opérant de même de Fantfe côté de l’origine, on 
aura la seconde branche de la courbe , et l’on peut appli- 
quer ici les remarques que notis avons faites sur la 
construction de l’ellipse pm- le procédé analogue. 

On peut aussi, d’après oettc {nropriété, décrire l’hy- 
perbole, comme l’ellipse , par un mouvmaent costtinu : 
pour cela , on fixe au foyer F une règle FM , qui peut 
tourner autour de Ce point. A Pextrémifé M et î l’autre 
foyer F est aUmfité un £i MF, tel que FM FM soit 
égal au grand axe BB' ^ glissant ensuite un piquet le 
long du fil , on le force à s’appliquer toujours contre 
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la règle (]ui tonrnc autour du point F'; et te piquet ^ 
]>ar ce mouvement, décrit une portion de l’hyperbole 
demandée. 

233. Occupons-nous maintenant de mener une tan- 
gente 4 l’hyperbole , dont l’équation est 

Ay— — A’B*. 

Soient x",y", les coordonnées du point de tangence; 
elles vériGeront la relation 

Ay“ — = — A’B'. 

La tangente étant une ligne droite , et devant passer 
par ce point , son équation sera de cette forme 

y —y" = a [x — x"). 

11 ne reste plus qu’à déterminer «. 

Pour y parvenir , il faudra opérer sur ces trois équa- 
tions comme sur celles de l’art. i4q, qui étaient rela- 
tives à l’ellipse; mais ces dernières sont les mêmes que 
les précédentes, en changeant B en B|/ — i. Le ré- 
sultat sera donc aussi le même avec cette modification 


et l’i 


on aura 

B“ x" 

L’équation de la tangente sera 
B* x" 

on , en réduisant 

A*yy" — B'xx* = — A*B’. 

On aura de même, pour l’équation de la normale. 
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On prouve facilement 'que tous les points de la tan- 
, ^eqie, excepté celui de tangence, sont liors de l’hyper- 
■■ bole. Pour cela, prenons la valeur de Ay dans l’équa- 
tion de l’hyperbole, nous aurons 

Ay = 8**» — A“B*; 

cette valeur de Ay convient aux points situés siir la 
courbe même. Pour les points situés hors de la courbe', 
la valeur de^ correspondante au mémex, sera néces- 
sairement plus grande; par conséquent, les valeurs de 
et de Ay seront plus grandes aussi : on aura donc 
alors 

Ay > B*x* — À“B“; 

an contraire , pour les points intérieurs à la courbe, la 
valeur de l’ordonnéey sera plus petite que sur la courbe 
même, la valeur de x étant égale: il en sera de même 
pour A*y“ ; on aura donc alors 

Ay< B*x» — A»B‘, 

en transposant ces inégalités dans un seul membre, on 
en déduit les trois conditions suivantes : 

Pour les points extérieurs A'j<* — B’v*-l-A''B“>o , 

Pour les points situés sur la courbe A’y “ — B**’-{- A’B“= o ^ 
Pour lespoints intérieurs A^“ — B“jc'‘-4-A‘B*<;o. 

Maintenant, il faut prouver que tous les points de la 
tangente, excepté le point de tangence même, satis- 
font à la première de ces inégalités. Or il est facile de 
voir que le signe négatif du terme affecté de -v* empêche 
que la démonstration employée n" 1 5o , pour l’ellipse ne 
soit ici praticable; il n’y a donc d’autre ressource que de 
calculer directement la quantité Ay — BV-f- A’B* eu 
fonction de x seul. Pour cela , il n’y a qu’à tirer la valeur 
dey» de l’équation de la tangente, cette .svaleur era 
H'{xx'— A>) 
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et en la substitu«nit dans U qaaittite 

Ay — B**’ + À*B% on aura 

Ay-.BV4- A*B*= — ^ A*B*. 


En réduisant le sécond memltre au même dénominateur, 
et mettant ata tatatttéràtetii ' , éü liëu de , sa valeur 
f tk^ de i*é^taittieA dé l'hÿ^rlwie , ce nu- 
méréteur devient 


BH*k"— (B****— A^'B») (A‘B*->- BV) , 

(!t lés produits étant développés et réduits, donnent eüfitt 

Ay-.B*^-|- A»B» = , 


le second membre étant ttta cait^ ëSsëntiellément 

positif} ainei l’on a MajouM sttr là tââgenté 

Ay — BV + A*B* > O , ee ^i p Wate <ple tous ses 
points sont extérieurs à la CCürbe ; U n’y a d’excep- 
tion ^e pour la valeur x æ' ss o f ^ai rend eetté 
(Quantité nulle; mais cette valeur nons ràdibtte àU 
point de tangence : lui seul est donc sur l’hyperbole. 

a34. la. valeur de a devient infinie quand _y' eét 
nulle , Car 3fi=o donnerait y" imaginaire ) et in- 
fini ddhiterait àf infinie : ainsi , aux extrémités du pre- 
Btier ate dé l’hypefbolé y la tangehte est parallèle aux 
ordonnées y et elle ne peut jamais devenir parallèle 
aux abscisses. 

a3év Si pai* le Centre et par lé point de tangence 
on mène une ligne droite, son équation sera de la 
forme 


==ax. 


et la condition de passer par le point de tangence 
données 
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Cette valeur , étant multipliée par celle <lc a qui con- 
vient à la_tangente , donne 



et , en comparant ce résultat avec celui de l’ar- 
ticle 327 > 0*1 'l'oit (fig. 89) que le point de tangence 
AI est sur une hyperbole, dont le premier axe est 

g 

AT , et le rapport des axes - : d’où il suit que, pour 

mener une tangente à l’hyperbole par un point Af 
donné sur cette courbe, il faut mener, de ce point 
au centre, le diamètre AAI; puis, par l’extrémité B' du 
premier axe BB' mener la corde B'N parallèle à AM ; 
MT , parallèle à BN , sera la tangente demandée. 

Il résulte de celte construction et de la forme sj'- 
métrique de ^l’hyperbole , que les tangentes AIT , mt, 
aux, extrémités d’un même diamètre, sont parallèles 
entre elles. Si donc on mène par le centre A une 
parallèle è ces tangentes , elle ne rencontrera jamais 
la courbe : cependant , par analogie avec l’eüipse , on 
prend sur cette parallèle une quantité qui s’appelle 
le diamètre conjugué du diamètre AM , et qui se dé- 
termine comme on ' le verra plus bas. Ici , comme 
dans l’ellipse, l’angle EAM , formé par deux diamè- 
tres conjugués , est égal à l’angle B'NB des deux 
cordes qui leur sont respectivement parallèles , et qui 
sont menées des deux extrémités du premier axe à un 
même point de la courlte. 

236. En faisant y = o dans l’équation de la tan- 
gente, on trouvera 



Cest la valeur de AT (fig- 9°) = e** retranchant de 
AP , on aura la soutangente 

20 


! ■ 

* 




î 

1 

i 


\ 
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On trouvera de même la sonnormale 



237. Les formules précédentes peuvent encore servir 
pour mener des tangentes à l’hyperbole par un point 
extérieur; car, en représentant ses coordonneés par 
j:', y, elles devront satisfaire à l’équation de la tan- 
gente ; ce qui donnera 

' ' Ayy— B* æV = — A*B* (1). 

'On aura , de, plus , 

' Ay“— B“ar''»=_A»B‘ (a), 

,puis<]ne le |)oint de tangence est sur la'"cotarbe. Ces 
deux équations suffisent jx)ur déterminer les ’coor- 
donnée.s a", y', qui seront en général doubles pour 
le même 'point; et il est iàcile de s’assurer que ces 
valeurs seront toujours ^réelles , lorsque le point 
donné sera hors de l’hyperbole (233). 

En appliquant ici les considérations dont nous avons 
fait usage (n“ 160) pour l’ellipse, on trouvera de même 
qu’en regardant les coordonnées x", y", comme varia- 
bles dans l’éqnation'(i), cette équation est 'celle de 
'la' droite qui passe par les points de contact des deux 
tangentes menées du point extérieur , dont les coor- 
données sont X , y. En assüjétissant cette droite à 
passer par un point donné , dont les coordonnées sont 
ü et è , elle deviendra 

A’y — B‘aa:' = — A^B» (3) ; 

et alors, en y regardant a:',y,céinme variables, elle 
représentera une droite telle que, si d’un quelconque 
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de scs points, on mène à l’Iiyperbole deux tangentes’, 
la corde qui joindra les deux po’ints de tangence pas- 
sera par le point donné, dont les coordonnées sont 
a et b. 

En continuant de suivre, dans les calculs, l’ana- 
logie des deux courbes , on arrivera à une construc- 
tion pareille, pour déterminer la droite qui contient 
les sommets des couples de tangentes , quand on con- 
naîtra le point de concours des cordes , et réciproque- 
ment. La similitude est si parfaite, qu’il n’est pas 
Ijcsoin d’expliquer ici l’application de cette méthode , 
et qu’il suffira, pour s’en rendre compte, de jeter les 
yeux sur la fig. 91. 

238. L’extension indéfinie des branches de l’hyper- 
bole , introduit dans la direction de ses tangentes une 
loi très remarquable qui lui est particulière. Pour la 
déconvrir, reprenons l’équation 


Les deux valeurs de y, qui en résultent, peuvent se 
mettre sous la forme 


.Br/ AY 


Développons le radical en série par le théorème du 
binoraie, il deviendi-a 

1 A* 1 A^ 1 A® w 

* 2 x“ 8 r* 16 3^’ 


Bx 

et en effectuant la multiplication par-^, il viendra 

“ A. 

/Br 1 BA i BA* 1 BA» 

16 x® 

‘t 

'a mesure que x augmente , A et B restant les mêmes, les 

20. 


/Br 1 BA i BA® 1 
:■ “ 2“ “ 8 ^ 


) 


i 

J 


I 


l 
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désignant par y' les ordonnées des asymptotes , afin de 
les distinguer de celles de la courbe , qui continueront 
d’étre représentées par y ; nous aurons ainsi 

y^-r=K 

O** (y— j) (/-!->') 

d’où l’on tire 

B* 

y' — y est la différence des ordonnées. La fraction qui 
l’exprime a son numérateur constant; mais son déno- 
minateur est variable , et augmente continuellement 
avec les ordonnées _y', à mesure que l’on s’éloigne 
du centre de l’hyperbole. Ainsi , cette fraction diminue 
sans cesse. Et comme il n’y a pas de limite à l’accrois- 
sement des ordonnées J’' et^', il n’y en a pas non plus 
à la diminution de la fraction. La diSerence des deux 
ordonnées^' — _y peut donc devenir aussi petite que l’on 
voudra, et plus petite que toute quantité donnée. 

a3g. Pour construire les .isymptotes de l’hyperbole , 
on mènera à l’extrémité du premier axe une perpendi- 
culaire , sur laquelle' on prendra deux ordonnées de 
signes contraires , ' égales toutes deux au demi-second 
axe B; puis, par les extrémités de ces ordonnées et par 
le centre de l’hyperbole , on mènera deux lignes droites. 
Ces lignes faisant avec le premier axe un angle dont la 

tangente trigonomctrique est ±: —, seront évidemment 

les asymptotes demandées . 11 est visible que l’iiyperbole 
sera comprise tout entière dans l’angle formé par leurs 
directions. 

s4o. On voit aussi, par ces résultats, que si une 
ellipse et une hyperbole sont construites sur les memes 
axes, les diamètres égaux de la première formeront ,, 
étant prolongés, les asymptotes de la seconde. 
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ail. Si l’hyperbole est équilatère, on a 8 = A; les 
asymptotes font avec l’axe des angles de 45®, et sont 
perpendiculaires entre elles. 

24a. Il est facile de voir que les asymptotes sont 
aussi la limite de toutes les tangentes. En effet, l’équa- 
tion d’une de ces dernières étant 


Ayy — B‘xx" = — A‘B‘, 

le point où elle rencontre l’axe réel de l’hyperbole a 
pour abscisse 

A* 

C’est la distance de ce point au centre de la courbe. Sa 
position autour de ce centre dépend du signe de x“, 
c’est-à-dire de l’abscisse du point de tangence; mais, en 
ne considérant que sa longueur , on voit qu’elle diminue 
à mesure quex" augmente, et qu’elle ne peut devenir 
nulle qu’en supposant x* infini. Dans cette supposition , 

Bx" 

la valeur de y" devient aussi infinie et égale à db ; 

de sorte qu’en la substituant dans la valeur de a qui 
convient à la tangente, et qui est 

B“x" 


ou troine 


'A.y 


B 

A' 


C’est précisément la valeur de a qui convient aux 
asymptotes; ainsi, les tangentes de l’hyperbole s’ap- 
prochent de plus en plus des asymptotes, à mesure que 
le point de tangence s’éloigne du centre. 

243. Les directions de la tangente et de la normale 
dans l’hyperbole ont aussi des rapports remarquables 
avec les lignes mcnccs des foyers aux diwrs points de 
la coiirlx; : cherchons à les découvrii'. 
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Si, du foyer F, pour lequel ^>= 0 , et x 
(%• 9 a), on mène une ligne droite FM à un point 
quelconque de l’hyperhole ayant pour coordonnées 
* > ^ ^ équation de cette droite sera 


y — y'’z=»(x—x"). 

La condition de passer par le foyer donne, en faisant 
l/A*-f »■= c , 


C X 


La tangente au même point de Fhyperbole a pour équa- 
tion (n® fl33 ) 

y-y=a(x-ar"), a = 

L’angle FMT, ou/Mt, qu’elle fait avec la droite FM , a 
pour tangente trigonométrique 


qui se réduit à 


i + aa’ 


en mettant pour a et « leurs valeurs, et observant que 

AY * — = — a*B*, 

puisque le point x*, j^", est sur l’hyperbole. 

Pareillement, si, du second foyer F^, pour lequel 
yr = o, et x = — c, on mène au point de tangence une 
ligne droite , son équation sera 

y—y’’ = s,'(x — x"), 

et i on aura 

«' = -y" 

c + x"' 


L’angle F'MT, ou que fait cette droite avec la 

tangente MTde l’hyperbole, à pour tangente trigonomé- 
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trique 


qui se réduit à 


quand on met pour a et »' leurs valeurs. Les angles 
FMT et F^MT, ayant même tangente , sont égaux entre 
eux; d’où résulte cette propriété, que, dans Vhyper- 
bole , les droites menées du point de tangence aux deux 
foyers font avec la tangente j et de part et d’autre de 
cette ligne J des angles igaux. 

Il suit de là que la normale MIÎ divise en deux par- 
ties égales r angle FMt formé par les rayons vecteurs 
menés des foyers à un même point de la courbe. 

Ces propriétés existent aussi dans l’ellipse, et il n’y a 
de différence que dans ce qui tient à la situation de la 
tangente par rapport à ces deux courbes. 

244.Geci fournit la construction suivante pour me- 
ner une tangente à l’hyperbole par un point donnée 

Supposons-le d’abord sur la courbe. 

On mènera les rayons vecteurs FM, F'M (bg. 92 ); 
on prendra sur celui-ci , à partir du point M, MG = MF; 
puis, joignant GF, et lui menant la perpendiculaire 
MT, ce sera la tangente demandée. 

En effet, par cette construction, les angles FMT; 
F'MT, sont égaux entre eux. On pourrait démontrer 
ici , comme dans l’ellipse , que la droite MT n’a que le 
point M de commun avec l’byperbole. 

Supposons le point donné t extérieur à la courbe. 

De ce point t, comme centre, avec un rayon égal 
à Ft, on décrira une circonférence de cercle. Du foyer 
F' comme centre , et avec un rayon égal au premier axe 
BB' de l’hyperbole , on décrira une autre circonférence 


i -f- a m' 


+ - 
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qui coupera la précédente en G. Menant F'G qui ren- 
contre la courbe en M , le point M sera le point de tan- 
gence, et <MT sera la tangente demandée. 

Car , si l’on mène tCr , on aura par construction 
Gt= F<; de plus, le point M étant sur l’hyparbole,. et 
F ' O étant égal au premier axe , on a MG = MF : donc la 
ligne ilfe est perpendiculaire àGF, et divise l’angl* FMF 
en deux parties égales; donc elle est la tangente demandée. 

Les circonférences décrites des points F' et t, comme 
centres , se coupant en deux points , cette construction 
donnera les deux tangentes que l’on peut mener àl’by- 
perbole par un point extérieur. Si ce point est compris 
entre les asymptotes et une des branches hyperbo- 
liques , les deux points de tangence seront sur cette 
branche ; mais s’U est hors de cet angle , les deux points 
de tangence seront situés sur les deux branches oppo- 
sées. Dans tous les cas, les deux points de tangence 
seront réels; car, pour tous les points situés hors de 
l’hyperbole, la différence de leurs distances aux deux 
foyers est moindre que la longueur du premier axe, 
comme il est aisé de le voir; de sorte que les cercles 
décrits des points F' et t comme centres, se couperont 
toujours , tant que le point t sera extérieur. 

Des Propriétés de V Hyperbole par rapport d 
ses diamètres conjugués. 

245. Les propriétés de l’hyperbole par rapport à ses 
diamètres , peuvent se déduire avec une extrême facilité 
de celles qui appartiennent à l’ellipse. 

En effet , l’équation de l’hyperbole , rapportée à ses 
axes et au centre, est 

Ay— A“B*. 

Les abscisses sont alors comptées sur celui de ccs axes 
qui rencontre la courlie. 



.?i4 ^ DE l’iiyfebeole. 

Eu faisant 

X = x' cos « + y* cos y — ^' s‘o « + siii », 

on pourra établir entre «.ct M' la relation nécessaire 
pour que le ternie afiecté de x'y disparaisse : mais on 
peut , sans effectuer le calcul , parvenir sur-le-champ à 
ce résultat; car les équations précédentes se déduisent 
de celles de l’art. i6i , qui sont relatires à l’ellipse , en 
changeant B en B \/ — i dans ces dernières; et, par' 
conséquent , les résultats auxquels elles conduisent, ont 
entre eux la même relation. On aura donc pour l’hy- 
perbole 

(A“sin*«' — B*cos*«')_y'*-f-(A“siu’« — B*cos’«)*'*= — A’ B* 
A*sinicsin«' — B’cos«cosi»'=:o, 

ou bien 

A* tang « tang •' — B* = o. 

En faisant successivement *' = o et^'=o, on aura 
les distances de l’origine aux points dans les(|uels la 
courbe coupe les diamètres auxquels elle est rapportée. 
Si l’on représente par A'* et B'* les carrés de ces di- 
stances, il viendra comme dans l’article i64 


° 3 '» 

A’ sin? <e — cos* » ’ 


— A*B* 


A*sin’«t' — B*cos*#' ' 


En multipliant ces deux quantités l’une par l’autre, 
comme dans l’art. i65 , le résultat pourra se mettre sous 
la forme 


A'“B'* = 


A+^^ 

(A*sin«sin« — B*cos«cos«')* — ^A“B*sin*(«^ — «) 


La première partie du dénominateur s’évanpuit en 
vertu de la rel^ion qui existe entre et « ; il reste 
simplement 


A'*B'* = — 


A*B* 


sin* (• <») ’ 

rl’où il suit qu’une des quantités A’, B’, csi 
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ot, par couséqueut, l’hyperbole uc rencontre jamais en 
même temps scs deux diamètres conjugués, propriété 
que nous avions déjà reconnue précédemment- 

a46. Mous jKmvons à volonté supposer réelle Tune 
ou l’autre des quantités A’, B’, et ce choix tlétermincra 
quel est celui des axes de» coordonnées qui rencontre 
la courlie. Supposons que ce soit l’axe, des .v', alors A' 
sera réelj et, pour éviter les imaginaires, nous repré- 
senterons par — B'“ la quantité que nous avions nom- 
mée B'“; ce qui donnera 


A'“ 


A” B» 

A'sin'M — B*cos“ 




A» B» 

A^sinV — B’cos““ ’ 


Alors l’équation de l’hyperbole deviendra 

A'“ y» — B'* xj'* = — A'» B'“, 

qui se déduit de celle que nous avons trouvée, art. ifi4 , 

pour l’ellipse, en changeant B’ en BV^ — i dans celte 

dernière. Les quantités aA', aB', sont appelées, par 

analogie, diamètres conjugués de l’hjperbolc, quoique 

le premier soit le seul qui soit terminé par la courbe. 

aB'* , , , .... aA'' 

—^ 7 — est le paramétré du premier diamètre, et • 

est le paramètre du second. Pour plus de simplicité , 
nous supprimerons les accens des variable^ x' et y', en 
nous rappelant toutefois qa’elles appartiennent à des 
coordonnées obliques, et U. viendra 

A'*y/‘ — B'* X* = — A'* B'*. 


On déduira facilement de cette équation que les carrés 
des ordonnées aux diamètres conjugués sont entre eurc 
comme les produits des distances du pied de ces ordon- 
nées aux sommets de la courbe; d’où il suit que , pour 
décrire une hyperbole dont on connaît deux diamètres 
conjugués, il faut décrire une autre hyperbole sur 
ces diainèlres pour axes, et incliner cou vciialilcmcnl les 
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ordonnées de cette dernière , sans changer leur longueur. 

047. A l’équation précédente , il faudra joindre les 
suivantes : 

A'* — B'* = A*— B*, 

A'B'sin (<*' — «)=AB, 

A* tang <t tang «' — B* = o. 
qui sedéduisentde celles de l’art. 167, qui appartiennent 
à l’ellipse, en y changeant B et B' en B — i et — ^1. 

Ces trois équations suffisent pour résoudre toutes les 
questions relatives à la recherche des diamètres conju- 
gués de l’hyperbole. 

La première signiie que la différence des carrés con- 
struits sur les diamètres conjugués est toujours égale à 
la différence des carrés construits sur les axes. Il résulte 
de cette propriété , que toutes les hyperl)oles n’ont pas 
des diamètres conjugués égaux-, car la .supposition de 
A' = B' donne A = B , et réciproquement. U hyperbole 
équilatère est donc la seule qui ait des diamètres con- 
jugués égaux J et tous les siens le sont deux à deux. 

La seconde des équations précédentes signifie que le 
parallélogramme construit sur Us diamètres conjugués 
est toujours équivaUnt au rectangU des axes, propriété 
qui a également lieu pour l’ellipse. 

Enfin la relation 

‘ A’ tang et tang et' — B* = o , 

étant comparée à celle de l’art. 227 , signifie que l’on 
peut mener, par les extrémités du premier axe de l’hy- 
perbole , deux cordes qui se coupent sur cette courbe , 
et qui soient respectivement parallèles à deuxdiamèlrcs 
conjugués quelconques, dont la direction serait connue; 
ce qui permet d’appliquer à l’hyperbole le moyen que 
nous avons donné (n“ 1 68) pour trouver deux diamètres 
conjujugués de l’ellipse qui fassent entre eux un angle 
donne. 
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a 48 . Si, par les extrémités du diamètre sur lequel 
les abscisses sont comptées , on mène deux droites di- 
rigées d’une manière quelconque, elles auront pour 
équations 

y = a(x-l-A'), y=a'(x—A'), 

a et a' étant les rapports des sinus des angles qu’elles 
l'ont avec ces deux diamètres. Pour que ces droites se 
coupent sur l’hyperbole, il faudra qu’on ait 

A'»aa'— B'*=o; 

ce qui établit pour les diamètres une condition analogue 
à celle qui existe pour les axes. 

249. Si , par un point pris sur rbjq)erbole, et dont 
les coordonnées, par rapport aux diamètres conjugués, 
seront x",y“, on mène une tangente à cette courbe, il 
faudra combiner ensemble les trois équations 

A'*y — B'“x* =— .A'“B'“, 

A'»y«» — B'* x"* = — A'* B'“, 
y—y-=ia{x — x"), 

a étant le rapport des sinus des angles que fait la tan- 
gente cherchée avec les diamètres conjugués auxquels 
I.1 courbe est rapportée. L’analogie que nous avons re- 
marquée entre l’ellipse et l’hyperbole, s’applique en- 
core à ces équations, et en les comparant aux expres- 
sions trouvées n“ 174, elle donne 


B'“ x" 



et l’équation de la tangente devient 

A'*^j" — B'’* xx" = — A'* B'^ 

Celle d’une droite menée par le centre de l’hyperbole 
et le point de la tangence étant 

y = o'x, 
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on aur«'i 



Multipliant cette valeur par celle de a, il vient 
ou A'”art — B'“= O, 

d’où il suit que le point de tangence est sur une hyper- 
lK)le rapportée à des diamètres conjugués parallèles à 
ceux de la proposée, et dont le rapport est le même. 
Cette hyperbole passant à l’origine des coordonnées , et 
par le point où la tangente rencontre l’axe des x, un 
de ces diamètres est la distance de ce point à l’origine 
(fig. g3). Par conséquent, pour mener, d’un point M de 
riiypcrbole, une tangente à cette courbe, on mènera 
par ce point et le centre le diamètre AM ; par l’extré- 
mité D' d’un diamètre quelconque D AD', on tirera D'N 
parallèle à AM; MT, parallèle àDN, sera la tangente 
demandée. Cette construction est-précisément celle qui 
nous a servi pourj l’ellipse (n“ 176 ) : on pourra done 
appliquer ù l’hyperbole toutes les conséquences que 
nous en avons déduites relativement à la recherche 
des diamètres conjugués et des axes, lorsque la courbe 
est décrite , et que son centre est connu. 

Des Propriétés de VHyperbole rapportée à 
ses asymptotes. 

25 o. L’équation de l’hyperbole prend une forme très 
remarquable, lorsque l’on éhoisit ses asymptotes pour 
axes de coordonnées. A cet effet, il faut se rappeler 
que ces lignes font, avec le premier axe , des angles 

dont la tangente trigonométrique est dz — . Ainsi , en 

reprenant les formules générales de transformation 
X — X cos « -j- y CO6 y == æ' sin « -f-y sin 
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il faudra .supposer 

♦ fi 

tang«=:— -, tang« 


B 

A' 




Alors 'les coordonnées x', y', seront parallèles aux 
asymptotes. Or, en substituant ces valeurs de a: et de_y 
dans Féquation de l’hyperbole 

A“y»— = — A*B% 
elle devient, comme dans len® 245, 


(A'sinV: — B’cos*«')y'“+(A*sin“« — B’‘cos“a)x'‘ ) A‘B* 

'-}-2 ( A®sin H sin« — B* cos « cos«' ) x'y' ( 

Les côelTiciens de y''* etdear'“ sont nuis d’eux-mêmes, 
en vertu des valeurs précédentes de tang « et de tang te -, 

4A“B* 

celui de xy' se réduit à — vertu de 

’ccs valeurs, Péquation de la courbe devient 

, , A* -I- B“ 
a/y =-^— . 


25 1 . Réciproquement, il serait facile de prouver que 
les asymptotes sont les seuls axes de coordonnées qui 
puissent la réduire à cette‘forme. Il sùfiit, pour s’en 
n.ssiirer , de substituer les valeurs générales de x et dey 
dans l’équation aux axes , èt de déterminer « et « par 
la condition que les carrés des coordonnées et de a:'* 
disparaissent; car on retombe ainsi sur les valeurs pré- 
cédentes de tang te et de tang te'. 

252. Dans cette forme nouvelle de l’équation de l’by- 
nerbole, on reconnaît aisément la propriété caracté- 
ristique des asymptotes, de s’approcher sans cesse delà 
courbe. En efl’et, si l’on considère la Auleur dey', qui est 

,_'A‘-f-B* 

4x' ’ ' 


on voit que cette valeur diminue à mesure que x' aug- 
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mente, c’est-à-dire que la ligne PM, menée de l’asym- 
ptote à la courbe , devient de plus en plus petite , et est 
nulle à l’infini (fig. g4). 11 en est de même des valeurs 
de x' comparées à celles de y'\ et, comme ces deux 
variables doivent toujours être de même signe pour que 
le produit od y' reste toujours positif résultats sont 
les mêmes pour les deux branches de la courbe , il n’y a 
que le signe de changé. Yî, , 

353. Si l’on prend la ligne B'B (fîg; g5) pour repré- 
senter le premier axe de l’hyperbole, et que AX', AY', 
soient les nouveaux axes des x' et des y' , c’est-à-dire 
les asymptotes de la courbe , B£ parallèle à AX' sera 
égale à A“ -j- B*. Or, si par le sommet B de la courbe , 

on mène l’ordonnée BK terminée aux asymptotes , d’a- 
près la construction de ces droites, BK sera égale à 
A£ ou au second axe B ; par conséquent, AK sera aussi 
égal à BE, et par suite l’on aura AD =BD. En répé- 
tant la même construction de l’autre côté de l’axe AB , 
relativement à l’autre asymptote, la symétrie de la 
ligure montre que ADBD' sera un losange , dont le côté 
• /*»_!_ B» " 

AD moitié de AK sera ^ ^ — . Soit /31’angleX'AY' 

formé par les asymptotes entre elles; l’équation précé- 
dente de l’hyperbole, multipliée par sin jS, donne 


X y' sin /3 : 

t»* 


•B*, 


i;S. ; 


Le premier membre représente l’aire du pài'allélo- 
gramine APMQ construit sur les deux coordonnées 
AP, PM , d’un point quelconque de la courbe. Le second 
membre représente l’aire du parallélogramme ADBD' 
formé sur les coordonnées AD', D'B , du point B qui en 
est le sommet; et l’équation précédente fait voir que 
ces quantités sont constamment égales entre elles. IjC 


Digitized 



DE l’hyceuçoee. 




^grand Josajoge J^EE J .quadruple de ADDD', ,se aounie 
la puissance de l’hyperbole. 

254. Lorsque l’hyperbole est équilatère, l’angle des 
asymptotes est droit : slu /i=ii le losange ASBl^ 
devient on carré qui .est toujours ^al au rectangle des 
coordonnées. 

Pour plus de simplicité , noos supprimerons les ac- 
cens des -variables y, en nous rappelant toutefois 
qo’étant comptées sur les asymptotes , elles sont en gé- 

A* + B* 

néral obliques. De plus , oous ferons — = M’, et , 


il viendra 

xy = M*. 

o55. Soient af , y* , les coordonnées d’un point, quel- 
conque de l’hyperbole. ; on aura 

£ y” =.W. 

Si par eepoiut on lui Juëne une tangente, elle aura 
pour éqnation 


y—f—aix—x"^. 
fl ^git de déterminer a. 

Pour céla, nous considérerons d’abord cette droite 
conune une sécante; et, pour trouver les points où elle 
rencontre l’hyperbole , nous combinerons les trois équa- 
tions précédentes. Or, les deux premières étant retran- 
chées Fane de Fantre, donnent 


xy — x"_y" = O , 
qui peut se mettre sous la forme 

^ Cy — /) + J'" (^ — ^") = O > 

ou, en mettant pour y y" sa valeur tirée de l’équa- 
tion de la droite, 


(x — X*)(a* -J-y')=:o. 

Cette relation est satisfaite quand x =;x" ; ce qui donne 
y —y", parce que x“,y", sont les coordonnées du pre- 
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inipr ]K>inl J’iulcrsection. L’autre facteur, égalé k 

zéro , <lomie 

ax + y" = O. 

Si la droite est tangente , cette relation devra encore 
■être. satisfaite quand x=-x“ , et y=_y"; ce qui donne 

v" 

ax"+y’ = o, ou a=— 
et J d’après celle valeur, l’équation de la tangente devient 

a56. En faisant ^ = o dans cette équation , on aura 
l’abscisse du point où la tangente rencontre l’axe des x , 
et X — x" sera la valeur de la soutangeute. On trouve 
ainsi 

CC 3T ■ ■ «t/ y 

c’est-à-dire que, lorsque l’hyperbole est rapportée à ses 
asymptotes , la soutaiigente pour chaque point est égale 
à l’alsscisse qui lui corres]X>nd. Ainsi, pour mener cette 
tangente MT, fig. g5, il faut prendre sur l’asymptote, 
à ]>artir du ]>ied <le l’ordonnée PM , une longueur 
PT = AP = x" ; MT sera la tangente demandée. 

On voit, par celte construction meme, que, si l’on 
prolonge la droite Mï jusqu’à sa rencontre avec l’autre 
asymptote en i, on aura Mt = MT. La portion de la 
tangente qui est comprise entre les asymptotes , se 
trouve donc coupée au point de tangence en deux par- 
ties égales. 

267 . Du centre à un point quelconque M de l’hyper- 
bole , menons un diamètre AM que nous nommerons 
A'; et apjielons fl l’augle Y'AX' formé par les deux 
asymptotes ( lig. g5 ) : les triangles AMP, TMP, don- 
neront , quel que soit fl , 

AM“ —y^ -}- x“ -{- 3xy cos fl , 

T.M“ =y’‘ -h x^ — 2.1 J cos /S J 
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itfoà l’on tire 

AM* — MT* = fiicy cos /3. ( i ) 

L’angle T' AB, X' AB , formé par les asymptotes etl’axe 

réel de la courl» , a pour tangente trigohométrique 

Ol. 

on aura donc , en le nommant fi , 


sin 6 = — : , cos 6 = • 

l/A* + B* 

L’angle /3 = a« : donc 

cos /3 = cos* ô — sin* fl 


A 

l/Â* + ^B*’ 


<{ui donne 


co s /3 


A* — B* 
A* + B*' 


L’équation de l’hyperbole donne 

4xy = A* + B*. 

Substituant dans l’équation (i) , il vient 

AM*— MT*, ou A'* — MT* = A**- B*. 

Or, si l’on nomme B' la longueur du demi-diamètre 
conjugué à A' , on a toujours A'* — B'* = A* — B*, donc 
MT = B' ; c’est-à-dire que MT est le conjugué de AM , 
et TMi de MAm: ainsi , lorsque l’on connaît un premier 
diamètre raAM de l’hyperbole, son conjugué est la 
portion TMr de la tangente menée à son extrémité, 
et terminée aux asymptotes. 

258. On vient devoir n“ a55 que, si d’un point quel- 
conque M" pris sur l’hyperbole (fig. 96 ), et dont les 
coordonnées sont x“ , y" , on mène une ligne droite 
qui ait pour équation 

y-f==a{x-x"), 

l’autre point M", dans lequel elle rencontre la courljc > 
est déterminé par l’équation 

'nr-|-y'' = o; 
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C’est ia valeur de l’abscisse AP“. Mais, si l’on fait 
J = O dans réf|uation de la droite , elle donne aussi 



Alors X représente l’abscisse AQ" du point où la droite 
rencontre l’axe AX, et x — x" est la Taleur de P"Q" ; il 
résulte donc de ces expressions que P”Q" = AP**. Par 
conséquent, si. l’on mène M'*Q' parallèle à AX , les 
triangles ï^M"Q", Q'M*Q*, seront égaux, et les 
lignes .seront égales entre elles. 

C’est-à-dire que, si d’un point quelconque de l’hy- 
perbole on mène une droite quelconque terminée aux 
asymptotes , les portions de cette droite comprises entre 
les asymptotes et la courbe seront égales entre elles. 
Cela a encore lieu quand la droite est tangente, comme 
on l’a vu précédemment. • < 

Ceci fournit un moyen très simple de décrire uue 
hyperbole dont on connaît un seul point M°, avec la 
position des asymptotes ; car en menant de ce point une 
droite quelconque Q"M'' Qf* terminée à ces lignes, on 
portera Q"M" deQ" en M"; sera un nouveau point 
de la courbe. En répétant cette construction , on trou- 
vera autant de points que l’on voudra. 

Pour le tracé , il est plus commode de ne pas mener 
toutes les lignes d’ un seul point M ; et de faire successi ve- 
ment servir à cet usage quelques-uns de ceux que l’on 
détermine. On évite ainsi la confusion qui résulterait 
d’un grand nombre de lignes passant par un même ])oint. 

On peut employer cette construction dès que l’on 
connaît les deux axes de l’hyperbole et son centre j car 
il est alors facile de déterminer ses asymptotes. 
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Sur VEquation polaire de V Hyperbole, et la 
mesure de sa surface. 

25g. Reprenons l’équation de l’hyperbole rapportée 
à des coordonnées rectangulaires , 

A” y> — B*or* = — A“B% 

et projK)sons-nous de la transformer en coordonnées 
angulaires , ayant leur pôle en un point quelconque , 
dont les coordonnées soient x', y'. Podr cela, soit rie 
rayon Yecteur mené de ce pèle , et v Pangle qu’il forme 
aree une droite fiîe parallèle à Faxe des jà , ilu côté des 
X ]K)6itifs. D’après «es conventions, on aura, n“ loo, 

X =o/-}-r cose, y=_y'-4- rsin v; 

^ ' r ^ * • f * \ ^ . 

et ces valeurs étant substituées dans l’équation précé- 
dente, elle devient . 

A’siii’v 1 r* -4- nAy sin p'lr-{-A^y''^ — B*x'“— — A»B®. 
— B'^cosv/ — 2B“x'cosi'J 

'Je ne ebereberai jwint à discuter cette équation sous sa 
forme générale, la marche que nous avons suivie n“ 182 
pour l’ellipse s’apjdiquant ici littéralement; mais je 
passerai tout de suite au cas où l’on place le pôle des 
nouvelles coordonnées à un des foyers-, par exemple , 
à celui qui est situé du côté des x positifs, fig. 97. 
Pour cela, il faudra faire 

y=o, x' = + v/A“-1-B", 

puisque ce ^nt là les coordonnées du foyer l’ dont il 
s’agit. En substituant ces valeui's dans l’équation pré- 
' cédente, elle devient 

A“ siip e — B'^ cos^ e } r“ — 2B* x' cos e . r = B^ ; 
et si, apres l’avoir résolue par rapporta r, ou traite 
les deux racines comme nous avons fait u" 182, dans le 
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cas de l’ellipse, on trou-vera d’abord ces deux valeurs , 

cos V ±J^ COSU— A) 

*" A*sin*u — -U'cus^u’ A“sin’u — B“cos*u’ 

qui , en changeant la forme du dénominateur et faisant 
disparaitre les facteurs communs , deviennent 
B* B» 

A— x' cosu’ A+x'cosu' 

Discutons d’abord la première. Si l’on y fait d’abord 
f; = O , le rayon vecteur sera dirigé sur l’axe AX même , 
du côté où il s’étend à l’infini. 4lors cos u étant égal à 
l’unité, le dénominateur de r devient A— ^x', ou 
A — A’ 4* , quantité essentiellement négative ; r 

est donc aussi négatif dans cette circonstance , et ne 
peut pas être construit. Ainsi, la courbe n’a pas de 
points réels dans cette direction. 

11 est aisé de voir qu’il en sera ainsi jusqu’à ce que la 
valeur de cos u soit devenue assez petite pour que le 
produit x' cosu qui est affecté du signe—, devienne 
moindre que le terme positif A. Cette condition com- 
mencera à être remplie quand on aura 

, ' ‘ . A A 

A — X co8u = o; dou cosu = -7 = — ■ — 

V^A* 4- B' 

Cette valeur de l’angle u est précisément l’inclinaison 
des asymptotes sur l’axe; alors, en effet, le rayon vec- 
teur r commence à devenir réel , et de plus il est infini. 

Pour toutes les valeurs de u plus grandes que cette 
limite, mais moindres que 90“, x' cos u est positif et 
moindre que A ; quand u surpasse 90“, x^cos u devient 
négatif et — x' cos u est positif. Dans tous ces cas , le 
dénominateur A — x' cos u est donc positif , ainsi que* 
r; et, par conséquent, la coui-l» a toujours un point 
réel sur chacune de ces directions. 

La série de tous ces points constitue la branche de 
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l’hyperbole qui est située <lu côlédes abscisses positives, 
et ainsi , l’on voit que notre première racine appartient 
à celte branche exclusivement. , , ,• 

Mais en discutant de même l’autre racine, on verra 
qu’elle appartient à la seconde branche, située du côté 
des abscisses négatives. En effet, elle donne des valeurs 
imaginaires pour toutes les valeurs de cos comprises 

A 

entre cos i’~ i et' cos 0'= — -, , dont la première 

dirige le rayon vectpur sur l’axe du côté des abscisses 
p<tsitives, et l’autre^ le rend par.xllèle aux asymptotes 
de la seconde branche dp la courbe. Pour toutes les 
autres valeurs de y», p^us grandes que <x;lle de la der- 
nière limite, r reste constamment |H>sitif; et entin U se 
dirige au sommet B' de^ja courbe , lorsque v = i8o“. 

Pour mettre les expressions précédentes sous la forme 
que nous avons adojitée pour l’ellipse, nous introdui- 
rons la quantité e qiii exprime le rap|x>rf tic rexceilt’ri.i 
cité au demi-grand axe, cc qui donne ‘ ' " ‘ 


e 



As’ 



et nos'deux valeurs de r deviendront 


■ _ A(i-t-») _ A(i— >’) 

— , r ( , 


1 -f- e cos x> 


D’après cc que nous venons de voir, ces deux équations 
appartiendront chacune à une seule branche de l’hy- 
perbole ; avec cette différence que’, dans la première, 
l’origine des rayons vecteurs r se trouve placée au foyer 
intérieur, tandis que dans la seconde, cette origine se 
trouveplacceaii foyer extérieur. Quand nous avons trans- 
formé l’équation de l’ellipse en coordonnées polaires, 
nous avons obtenu aussi deux valeurs du rayon vecteur, 


séparées et rationnelles, relalivcmcut à cos Mais 


Vf li’inrtRBOLt: 


rutt'e de cés racines donnait constamment des rayons 
tecteftrt trcgiklSft-,ta(ndîs que Paütre, qonstammetilréeUe, 
donnait à elle seule tous Ifesr points de l’a' coürté. Dans 
PRyperbolCnonrf trouvons égàlëment deux valeurs de r 
séparées etrationneffies;maiscHacune d’elles représentte 
une des deux branches de courbe, et donne tantôt des 
valeurs réelles, tantôt deS valeurs imaginaires'. Ce rapport 
et ces différences' entre l’ellipse et l’hyperbole nséritmtt 
d’être remarqués. 

Si djmsltl première deÿéquàtibns j^éiMeWéS, ou 
P-origine est âtt foyer mïérieür, on vottldt compter les 
angles à partir du Sommet hr courbe, îl süfiSrait de 
changea- 1 »’ ett' t8or-^t>, ée éhangerait setileméut le 
Signe- dé'eosv, etl'obattrtiÇadbéS 

Àfi*— é»y 

1 + ^ C09*V 

{ * . * ■ f ' 

cette expression de r donnerait également tous les points 
réel^ de cette branche , en faisant varier v depuis v=o 
ou cos i' = 1 , qui donnerait le sommet de ïa courbe , jus- 


qu’à cos i'=— qpirend lérayôn veofenr parallèle aux 


asymptotes ; or, en opéraet de même sur l’eUtpm dans le 
n* 1 84, c’est-à-dire en plaçant l’origine de r à l’un des 
foyers, et comptant les angles v depuis he sommet le pins 
voisin de hi courbe, nous avons vù que Ton avait 
' _ A(r— «“) 

^ r+Tô^' 

Cette ê(!|uation ést donc absolumeut de même formé 
pour les deux courbes ; seulement dans l’ellipse' e est 
moindre que i , tandis qu’il est plus grand que i dans 
Fhyperbole; et en outre, le signe de A sè trouve changé. 
Afàîntenaùt supposons que f on fasse e = i ; mais e ré- 
prêsentant lé râppôêt dé Pexéentricitc au demî-gfand 
axé , faisons en même temps le grand axe A iniini , 
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en sorte que te ptocRïJf Æ ( t— «*)', qilf ^epi'éSenle toujours ' 
le demi-paramètre de la section ooi]iqjue,nc s’évanouisse 
point et reste égale à üne constaftte p‘. nous aurons 

•• ' 

1 + cos V 

c’est l’équation pdlaire de la paràbole. On voit d’après 
cela ' que l’équation: polateé ' 

r=— i- £ . ■ ■ 

1 -f7 e cos V 

peut représenter en général toutes les sections coniques, 
pourvu que À et ^ Soient inodiliés' convenablement. 
Sous cette forme ellé ést fort empfoyéé dans l’Àsfro- 
nonltie. 

Er# iWprew art t 1 er la même marclte que notlS 
avons suivie poUr'PcBîpse, tkJns pouvons dédnirel’équa-" 
tion de l’hyperbole d’un» seule des circonstances qui la 
caractérisent. 

Proposons-nous, par exemple , de trouver une courbe 
telle, que la difitéteUcë <Fes distancesf dé chacun de ses 
points. à deux points dotmes soiik Oonstabteet égalait 
Soient F, F', les points donnés (fig. 97). Plaçons 
l’orit^ncf én A, an müieui de la> dcditei FF', qae nous 
fcceiDs égale à 2e; «t> sapposaBb que M soit an point de 
la «o«rbe.(k>Bb hO eoordonaéea AP, PM> seront repré-> 
seittées par x et y, cb» anpua, en nommant r et les 
distances FM , F'M ; 

r» =y* + {x - é)% = /“+ {x + c)S 

r — r — 2A. 

En opfihmt ieceonime dans l’ellipse, on trouvera d’abord 
<r *4- /*=££ i (y* -f- a;* + c'}, /é ^ /*= icx , 

et par suite 
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Substituant ces valeurs de r et r dans il vient 


A' + — = J* + Æ* + c’, 

qui peut se mettre sous la forme 

A* (^ + 3;*) — c*a;* = A* (A* — c’). 

Cette forme est la même que celle que nous avons trou- 
vée précédemment pour l’ellipse n° 1 tl 6 . En supposant x- 
nul , elle donne 


y* — A.^ — c*. 

Cest le carré de l’ordonnée y qui passe par l’origine. 
Mais, dans le cas actuel, où c est nécessairement plu^ 
grand que A, cette ordonnée est imaginaire, et peut 
être représentée j»r B — 1, B étant une quantité 
réelle. On a donc, par cette substitution, , 

c* = A'‘-HB’; - 

et il en résulte l’équation 

A^y — B*x* = — A^B*, 

qui est celle de l’hyperbole rapportée au centre et à ses 
aaes. 

362. On pourrait, au moyen de ce qui précède , et en 
plaçant l’origine des x à l’un des foyers, former pour 
l’hyperbole une équation polaire analogue à celle que 
nous avons obtenue précédemment. En effet, si l’on re- 
prend l’équation ^ 



et que l’on transporte l’origine des x an foyer F, d’où les 
rayons rémauentgon aura, en substituant j:'-1-c pouf x 

(x'+ c) 

A 


'•=-A + c-W-^. 


Les nouvelles abscisses x' sont complccs, à partir du 
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loyer F, clans le même sens que les précédentes , c’est- 
à-dire qu’elles sont positives dans le sens FX^ en s’éloi- 
gnant du sommet de la courbe, et négatives dans le sens 
opposé. Introduisons, au lieu de l’abscisse x' l’angle MFP 
formé par le rayon vecteur FM, et le prolongement du 
grand axe du côté des abscisses positives : en nommant 
cet angle v, le triangle MFP rectangle en F, donnera 

X —r cas V, 


Substituons maintenant cette valeur dans l’équation 


et faisons comme pour l’ellipse — = « , ce qui rendra 

ici e plus grand que l’unité, puisque c est plus gi'and 
que A dans l’hyperbole ; nous aurons alors 

A fl — 

/■ = — 

1 — « œs V 


Cette équation est analogue à celle que nous avons trou- 
vée n“ 189 pour l’ellipse; mais c»i)endant avec cette 
diflPérenœ remarquable, que l’équation polaire de l’el- 
lipse donnait tous les points de cette cx)urbe, en substi- 
tuant à l’angle v toutes les valeurs, depuis o jusqu’à .IBo®; 
au lieu que, dans le cas de l’iiyperlxile, l’équation polaire 
que nous venons d’obtenir n’appartient qu’à la Ijrancbo 
MEM que nous avions considérée, et qui est située du 
côté des abscisses positives. 

263. Nous avons vu que l’hyperlwle équilatère est , 
par rapport aux autres bypcrholes^c cju’est le cercle 
par rapport aux ellipses, lin appliquant ici ce «[ue nous 
avons dit à la fin de l’article 190, on jwurra comparer 
l’aire d^ine portion déterminée d’byperljole quelconque 
a l’aire correspondante d’une liyperlxile équilatère qu* 
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aurait le même premier axe; et il en résulte que ces 
aires, ootBprises entre les mêmes ordonnées, s<mt entre 
elles dans le rapport du second axe au premier. Il suit 
de là que, pour toutes les hyperboles qui ont le môme 
premier axe , ces aires sont dans le rapport des seconds ; 
mais leur mesure absolue ne peut s’obtenir que par le 
moyen des logarithmes, et la mélliodc qu’il fant suivre 
pour y arriver ne saurait trouver place ici. 

Discussion des Équations. 

s64. Nous venons de discuter avec détail les équations 
particulières de l’eUipse , de la paralwle et de l’hyper- 
bole. Nous avons vu comment on peut en déduire la 
forme de ces lignes , la direction de kurs branches , celles 
des droites qui les touchent , en un mot , toutes leurs 
propriétés. Mais les équations des lignes courbes ne se 
présentent pas toujours sous une forme aussi simple ; 
elles sont le plus souvent composées d'un grand nombre 
de termes qui masquent les résultats les plus remar- 
quables, ou ceUK que l’on aurait Je plus d’intérêt de dé- 
couvrir. Il eet donc utile de savoir dégager ces résultats 
simples de la oomplication qui les enveloppe; et l’on y 
réussit toujours eu suivant la marche générale que nous 
venons d’indiquer dons les chapitres précédons; mais, 
eomme l’usage de cette méthode deviendra plus facile 
par quelques exemples, noos allons l’appliquer à la dis- 
cussion de l’équation générale du second degré , à deux 
indéterminées; ce qui réunira sous un seul point de vue 
tous les oas que no|0 avons considérés jusqu’à présent. 

a65. Prenons donc l’équation générale 

Gx’-+- Dj' -f- Ei' •+• F , 

dans laquelle, jKuir plus.de silnplicité, nous supposerous 
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que X et y désignent des coordonnées rectangulaires^ i ) , 
et chcrciious la situation et la forme des courbes qu’elle 
représente, suivant lesdilTérentes valeurs des ooei&oiens 
A,B,C,D,E,F. 

Pour cela , nous la résou«iroiis par rapport , ce qui 
donnera 

— ±. ^ /(B*— 4AC)x’‘+ 3(BD— aAÈ)x+D*— 4AF. 

A cause du double signe du radical , il y a en général 
deux valeurs de y ; c’est-à-dire que , généralement par- 
lant , il y a deux ordonnées qui correspondent à la même 
«discisse. On pourra calctder et construire ces ordonnées 
lorsque les valeurs données à x rendront le radical réel ; 
si elles le rendent nul, il n’y aura qu’une valeur de_y , 
et il n’y aura qu’une ordonnée ; enfin, si elles le rendent 
imaginaire, il n’y en aura point du tout, et la courbe 
ne passera pas au-dessus de l’abscisse que l’on aura 
considérée. 

Ainsi, pour connaître l’étendue et les limites de la 
courbe parallèlement à l’nxe des abscisses, il faut cher- 
cher l’étendue et les limites des valeurs de x qui ren- 
dent la partie radicale réelle, nulle, ou imaginaire. 

u66. Mais comme tout ce que nous allons dire porte 
sur la résolution de l’équation relativement à y», il faut 
d’abord supposer que cette résolution est possible, c’estvà- 
dire, que le termey'* ne manque point dans l’équation, ce 


(i) La pcrpendicnlarit^ des coordonnées offre lonjours du l’avan- 
tage dans les constrnetions gcomc'triqncs , par la simpilcité qu’elle 
apporte dans les expressions des distances des points , qni se trouvent 
alors données par des triangles rectangles. C’est pourquoi il faut 
adopter do pre'férence ce système, lorsqu’on peut Je faire. Mais, à 
cela près, le mode do disenssion que nous employons ici, s’appli- 
querait également, si le système des coordonnées était oblique , sans 
qu'il soit besoin de rien clianger aux raisonnemens. 


/ • 


Digitized by Google 



DISCüSSION- 


S54 

qui exige que A ne soit point nu*. Si A était nul sân<» 
que C lAt nul, l’équation contiendrait encore le carré 
de X*. On pourrait donc la résoudre relativement h x', 
et l’on appliquerait aux x tout ce que nous allons dire 
des y dans le premier cas. Mais, si A et C étaient tous 
deux nuis , il n’ y aurait aucune résolution à faire , et 
par conséquent ce cas particulier demande à être traité 
])ar une méthode différente; or c’est ce qui est très fa- 
cile: en effet , l’équation générale se trouve alors réduite 
à cette forme , 

Bxy -f- Dj» Ex F = O ; 

transportons l’origine des coordonnées, sans changer la 
direction des axes, en faisant 

x = a-i-x', yz=b -^y'. 

Ces valeurs de x et de_y substituées dans notre équation, 
lui donneront la forme suivante : 

Bx'y + (Ba+D)y +(B64-E)x'-J-Baé+Dé4-Ea+F=o. 

Or, les coordonnées a et & de la nouvelle origine étant 
indéterminées, on peut en disposer de manière à faire 
évanouir les termes affectés des premières puissance» 
de_y' et de x' ; ce qui donne 

Ba D = O , Bé E = o , 


par conséquent a 



E 
B ’ 


et d’après cette détermination, l’équation en x'y', se 
réduit à cettè forme , 


T)F 


on 


xy = 


DE— BF 
B» ■ 


On voit alors qu’elle représente une hyperbole dont le» 
axes des x' et de»y sont les asymptotes, et dont le centre 
est placé à l’origine nouvelle. Si le .système des pre- 
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ttiière.s coordonnées xy est rectangulaire , le second sys- 
tème l’est aussi, puisqu’il lui est parallèle ; et alors l’hy- 
jierhole est équilatère , puisque ses asymptotes sont à 
angles droits. 

On aurait pu parvenir directement à ees résultats , 
en remarquant que l’équation primitive en xy, peut se 
mettre sous cette forme , 

car alors il est évident qu’elle coïncidera avec celle de 
riiyperbole rapportée aux asymptotes si l’on fait 

® + g-=<ï, y + ^=y> 


x', y', étant de nouvelles coordonnées parallèles aux pre- 
mières , et ayant leur origine au point dont les coordon- 

, . „ . . DE 

nues, rapportées a 1 ancien système, sont — g- , — g-. 


2G7. Enfin lise pourrait que les coefiiclens A, B, C, 
qui contiennent les produits de seconde dimension des 
variables fussent tous les trois nuis. Alors l’équation se 
trouvant réduite |au premier degré , ne représenterait 
plus qu’une simple ligne droite, et il n’y aurait jtlus 
lieu à la résoudre par les méthodes du second. Ces cas 
particuliers n’offraut aucune diificulté, doivent être ex- 
clus d’une discussion générale ; c’est pourquoi , dans ce 
'qui va suivre, nous supposerons toujours que y repré- 
sente la coordonnée dont le carré reste dans l’équation 
que l’on se propose de discuter, ou , en d’autres termes , 
nous supposerons que le coefficient A n’est pas nul. 

268. Alors les diverses circonstances qui déterminent 
la réalité de et la possibilité ou l’impossibilité de la 
*x)urlR', dépendent du signe de la quantité 

(B’— 4 AC) X* + 2 (BD — 2 AE) * + D>— 4 AF. 


33â DISCUSSION 

Or, on déptoiitre en Algèbre que, dans une expression 
de pe gppre, on peut toujours prendre x assez grand 
pour que le signe de tout le polynonic ne dépende plus 

que de celui de son premier terme, qui est ici 

(B*^ — 4 AC) X® ; et comoie le earré ** est tpujours positif 
par lui-même, ce signe sera déterminé par celui de la 
quantité B® — 4 AC. 11 est visible d’niUeurp qu’il ne .chan- 
gera plus au-delà de cette limite ,Jorsque l’on prendra 
pour X des valeurs de plus pn pUisgrunocs , parce que le 
premier terme (B®— 4 AC) *® surpassera toujours de plus 
eu plus la somme de tous les autres; d’ail résultent les 
conséquences suivantes. 

Lorsque B* — 4 AC sera négatif, il jr aura des valeurs 
de X au-delà desquelles Fordonnée^ deviendra toujours 
imaginaire, soit que l’on prenne x positif ou n^atif. 
La courbe sera donc limitée dans le sens des x tant po- 
sitifs que négatifs. 

Lorsque P® — 4 AC sera nul, le pofynmne adecté du 
signe radical perdra son premier terme. Alors, si la 
quantité. Bt) — sAE est positive, on pourra prendre 
X positif aussi grapd que l’on voudra ; y sera toujours 
réel: mais, si on le prend négatif, y finira par devenir 
imaginaire. Ce spra le contraire lorsque BD — a AE 
sera uqe quantité négative. Ainsi, dans ces deux cas , la 
courbe s’étendra indéfiniment du côté des x positifs, ou 
du côté des X négatifs, et elle sera limitée dans le sens 
opjjosé. Cette définition ne s’applique point au cas par- 
ticulier où BD — 2 AE serait nul en même temps que 
B* — 4 AC ;• mais il est évident qu’alors l’équation pro- 
posée représente deux droites. ; 

Enfin, lorsque B® — 4 AC sera positif, il y aura des 
valeurs positives et négatives de x , au-delà desquelles 
l’ ordonnée y sera toujours réelle. La courbe s’étendra 
indéfiniment dans le sens des x tant positifs que négatifs- 

En résolvant l’équation générale par rapport à x , au 
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lieu de la résoudre par rapport à y, oti' trouverait pour 
l’axe des y des indications analogues. 11 est même , facile 
de s^assurer qu’elles rentreraient dans les préeédèntes 

car le coelficient de y*, sous le radical, sera encore. 

B*>— 4A£; et, selon qpe oe ooeffioient) sera négatif , iraL 
OH posittfi, la courbe sera Umitée (Ums le sens- des y^, ou> 
elle s’étendra indéfiniment dans un seul sens, pacallèle- 
inent à cet axe, ou enfin elle s’étendra indéfiniment dans 
les deux sens , du côté des jt potiti£i;et 

afig. Monasemieoainsi'condoits ii partager les courbes- 
du. asoond ordre, d’après yétendne et> la direction de- 
leurs branebes, en trois classes distinctes, sawir : 


Courbes limitées dans tons lessens ; 
caractère , 

Courbes indéfinies dans- Un sens,^ 
limitées dans un sens opposé ; 


|b»—4AC< 
|b>— 4AC = 


O, 


O, 


Courbes indéfinies dans tousles sens; B*— 4AC> o. 


L’ellipse , telle qpe nous l’avons discutée, est comprise' 
dans la première classe; la parabole, dans la seconde;- 
l’hyperbole, dans la troisième. Mais nous ne savons pas 
encore si elles sont les seules qui s’y, trouvent renüer- 
mées : c’est- une question qpe nous examinerons par la 
suite. 

Nous allons maintenant discuter en particulier les 
trois classes de courbes dont nous venons de reconnaître 
l’existence, afin de déterminer précisément leur forme 
et leur situation. 


Premièke classe. Courbes limitées dans tous 
les sens. 

Caractère , , B*— 4AC -<^ o. 

270. Pour discuter cette claiise de courl>es, reprenoii.s 
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' y 


la valeur générale de 3', C[ui est 

_ ± -L 4AC)x»-1-2(BD— 2AE)x+D"— 4AF. 

2 A 2A 

Celte expression nous apprend que, pour trouver les 
points de la courbe, il faut construire pour chaque alj- 

1 . fBx-f-Dl » 

scisse AP (Fig. 98) une ordonnée égalé a — | 2À ~/’ 


ce qui déterminera un certain point tel que N , au-dessus 
et au-dessous duquel on devra ensuite porter la quan- 
tité que le radical représente’, d’où il suit que chacun- 
de ces points N , divise en deux parties égales la droite 
correspondante MM' qui se termine à la courlie. 


^ . . fBx-l-D| . . , 

Cette quantité.^ — | chaque 

valeur de x , est l’ordonnée d’une ligne droite qui aurait 
pour équation ( . 

rBt -1-D 1 


'=-{■ 


2A J 


Par conséquent, cette droite est le lieu de tous les points 
N que nous venons de considérer ; ainsi elle divise en deux 
parties égales toutes les droites menées parallèlement à 
l’axe des_y, et terminées à la courbe. On peut donc, à 
cause de cette propriété, lui donner le nom de diamètre- 
Ce résultat s’étend à toutes les courbes du second ordre. 

271. Cherchons maintenant la limite de la courbe 
dans le sens des x. Pour cela, il est très utile de décom- 
)ioscr en facteurs le polynôme qui est sous le signe ra- 
dical. Or, on peut écrire ainsi la valeur de_y 


(B“— 4AC)^. 


, , (BD-2 AE) 
B’— 4 AC 


IP— 4AF\ 
4AC/’ 


et si l’on représente par x' et x'' les deux racines de 
l’équation 


r 
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. . (BD — aAE) . D’— 4AF ' 

B--4AC 

On pourra ensuite lui donner cette forme 
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y—. 




aA 


Alors on Toit que la réalité ou l’impossibilité de y 
dépendra uniquement des signes que prendront les fac- 
teurs x—x', x—x") et par conséquent lés limites de la 
courbe dépendront des valeurs de a/ et de x". 

Or, ces racines peuvent être réelles et inégales , ou 
réelles et égales , ou enfin toutes deux iinaginsÜres. Nous 
allons discuter successivement ces trois cas. 

373 . Si elles sont réelles et inégales, lorsque les va- 
leurs de X tomberont entre x' et x’, les facteurs a:— x', 
X — x", seront de signe contraire, et leur produit/.''., 
(x — x') (x — x") sera négatif; et comme B* — ‘4AC est 
aussi négatif, la quantité (B* — 4AC) (.r — x') (x — x") 
sera positive; par conséquent, l’ordonnée y' aura deux 
valeurs réelles. 

Lorsqu’on fera x=x' ou x=x", le radical s’éva- 
nouira , et les deux valeurs de y se confondront en. une 


seule , qui sera réelle et égale à • 


Bx-4-D 


aA 


. Dans ce cas, 


il n’y aura rien à porter au-dessus du diamètre pour 
avoir les ordonnées de la courbe; et, par conséquent, 
les abscisses x' et x" appartiennent aux points où la 
courbe rencontre son diamètre. 

Enfin , lorsejue l’on prendra x positif ou négatif, mais 
plus grand que x' et que x", les deux facteurs x — x'y 
X — x", seront positifs aussi bien que leur produit;>,>. . 
(x — x') (x — x") ; et , à cause de B*— 4AC négatif, la 
quantité {6* — 4AC) (x—x') (r^x'') sera négative c'e 
qui rend les deux valeurs de y imaginaires. 


On voit Joiiç, par cptte disçi^s^ioii , que la courbe est 
coiiliuue cntrf^les absjÿssçsx' et x", etqu’edlejic^s’ctcncl 
pas au-ilelà. Si , aux extrémités de ces abscisses, on élève 
des perpendiculairft»iq4^»}e8 ftW,i;arie,d,eS/r» qp?4FAi‘fi9> 
coinjïrendront la courbe, et même elles lui seront tan- 
g^nfes, poisque_l’,oi^ pput leS|Cqi}sidé.rgr. c omin eydes sé-^ 
cantes dont les deux points d'intersection se.confond'ent 

c^‘ »¥? 

Ii;n ré^}>WF,l’iqfl^iofl BF«!IWS^^P3F WAP^-Fi^, ^ 

au Ijçu.ikln r^,M4rR PW.rî\PJW.t 
desconclusiqn4^P^^a%s,Jy^^r^•^,to^fpf^i?.q}p,l^ 

Jç. t>ni^o*trçFpit,l^,qour}^ liipUée eptre 

dfi^Ÿ.v^ç^^^,de^,,,a^pf,qx^f^|té3,d69q^ft^^^^ oi\ J^^^^ 
rait mener dejux dffptç8.pw*tW^Ç9;.®..^’®fP 
et^^i4^CftÇ(ff^raiept^lf cqqrjjq.qn,lq,t9uçb 

On aiq- 4 i„tlppc atpsi qy^tre et, si 

l’on vfpt, ojj^ ep. po^-riF tFflwypf, un plpy, gr.apd nombre 
qp^rq,ifî5Jiffitçs,q^^,e^e s’qtgn^- Par exemplp, si l’on, 
veqt.QoçujfilreL.les , points qùpUq .cpqpg l’axe dç,s. x , on_ 
f’^M?tjop pypp,05^j^ce.q|>i donnera 
Cx*+Ex+F = o. 

Les racines de cette équation feront les abscisses des 
points d'intersection J et> suivant qu’elles seront réelles 
çt réeUesftjég^^ O|aiip^ipa|r.q;s,lqpo\p:^ 

coupera l’axe des x en deux points, ou le touchera en 
un seul , ou ne le rencontrera pas. 

De même, en iaisant x = o , on aura 

Ay“4-I>J',4;F = o, 

etiksradjgtes d« cet,t«,éqiuatMM».4qiwqro}))t les.ppÂnU pù 
la^courlie renoantrftlWp.d,eaj',;. 

Cettocoufbe.sera,4onc.tonjoursXenQi^n> coMupe l’elT 
Upse,; n»aia sa, position pai^.,rappo;c:^,a.ipL^ax£S. d^ coacrj 
«Iqnnéfiadi^qdFa d^valeui^ particulières des.cpeSiû«M), 
AB ; et, d’après cp/jui pRéèèdq^ on.poHrra.aiaéiaqB^i 


«£■ 
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la déoOuvtir dan$ chaque cas partidjJier^ Pqjir ne laisser 
aucune incertitude à cet é^rd , nous avons forme ici le 
tabléafa^de 'éès'Si'itei'stfec^lKlîfWtfe. 

"coiktmotfs ÊNrilF. les coefficiens. 


condition* oioMÉTEiQuifs. 

Giurbe fenaiêé àu 'g'^nW; 
de l’ellipse. 

Réalité des rfecines et)r 


■j' li 

B’ — 4AC<o, 


poilus ^’^tersectionl 
avec r W des x. J 


I • '«'-i • t ,'i c 


Deux 

avec ^’qxfi.dcs 

Un point de toontaet avcc^ 
l’axe des x. 

Aucun point d’rntersection'â 
avec l’axe des x. 3 

Deux points d’intersection^ 
avec l’axe des_y. 

Un point de contact avec J 

l’sâÉ'aéi ' J 

Aucun point d’interscctionj 
avec l’axe des y. j 




i 


. . . ■ fE*'3^'4leï’^''Oj ' 

! .... : ( :) i 

. A 4 il I i .* J f* ) ^J.’o 
D»— 4AF>o, 

■ , > D* — 4 AF =o, , 

: -1 

' - • • d“'ü*'74>af< o. ; • 

LQp^wï’on^«ïüd^adisduler üneéqdatîoMalrticdlière, 
dans laquelléTes coeIRciens ÀB .... serohldes nombres, 
fl né fk«^b pte ébbtsehét à rtt^^rpéter dans sk taéMéfirC 
■teS'éôllditiOrtS pré<^édelltës , ^ur chéVcbèr ensaitë iitt- 
'Iflô’iqwwrtekit céHea auX'^arftts iati'Sibit l’eiefli^ilé'^inré- 
pqsé, car (Al ne tAkderalt pas à les oublier ipais il fau- 
dra repréndre ïé 4-ai.sonnement général et la marclîc 
^(IKi^cte dé la dlscakstmi. t)n §ét<à ainsi ndbditft a c^ 
sullats immédiatébient, ét sans au(;un effort,, ^ 

Voici qùelqueë feAenipleS qui suffiront pour éclaircir 
ce qui précède, et sur lesquels les ^élèves Î5'(jht Wen rie 
Vcidrœr >■ ^ . , 


BISCÜSSIOS ■ 


.•«a 

■ y‘—3xy-\-ux^ — ay4*2r = o 

satisfait aux conditions (i) (2) ( 3 ) (6) (fig, gg) ; 

r. I + 2 X*— 2 X = O 

satisfait aux conditions (x) (2) ( 3 ) (7) (fig. 100) ; 

, “ ' ' ' 
— 2a^+2x*+2y' + x + 3 = o . 

satisfait aux conditions (i) (2) ( 5 ) (8) (fig. 101). 

273. Il existe un cas particulier compris dans les con- 
ditions précédentes , mais sur lequel il est cependant 
bon d’être prévenu , parce qu’il conduit à un résultat 
fort sixnple c’est celui où l’on a A = C, et B=o. Alors 
l’équation générale devient 

Ay*- 4 -Ax*-f-Dj/-f*Ex + F = o, ' ’ 
ou, en divisant par A, 


■ ' I 


.. I 


) ^ P P 

y+,.+ _^ + _x + - = o. ■ -viv 
, •> . 1 , 
Si l’on ajoute dans les deux meutxbres la qtuptitp. 


D’+E* 

4A» 


l’équation pourra être mise sous la forme' 


1 . D r . 1 ». . E D‘+E»— 


^ - •> i.'i; ; 

4 AF 


'y,vfr. 


•i-f 


alors, si les coordonnées x,y sont rectangulaires, sa 
forme sera la méine que celle du n° 112 ; elle exqprimerfa 
donc que la distance de tous les points de la courbe an 
, D £ 

point dont les coordonnées sont , est con- 

staiite;ainsiellereprésenteraun oerclequiaura pourcooi> 
données de son centre — — ’ ~ pour rayon 


V/D*+E‘— 4AF 


aA 


. Pour que cc cercle soit réel, il faut 
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que la. quantité D“+E“ — 4AF soit positive; ce qui 
dans le cas actuel,- revient à dire que la condition ( 2 ) 
est satisfaite. JSi cette quantité était nulle, le cercle se 
réduirait à un point. Au reste, la forme précédente ne 
donne le cercle que 'dans le cas où les coordonnées a.', _y 
sont rectangulaires , parce que c’est le seul où la somme 
des deux carrés qui composent le premier roemlire 
exprime le carré de la distance de deux points. Si le 
système des coordonnées était oblique, cette même 
forme représenterait une ellipse. 

174 . \ enons maintenant à la seconde supposition que 
les valeurs de x et de x” soient égales entre dlcs : alors 
le produit (x — x') (x — x") sera un carré (.r — jc')% et 
l’on aura pour la valeur générale de . . 

^ 2A 2A • ‘ 

Quelque valeur que l’on donne à x, tant que x — x' 
ne sera pas nul, la valeur de j sera imaginaire, à cause 
de B' — 4AC<^o; mais, si l’on fait x-x=x', elle se 
réduit à une seule valeur, qui est réelle et égale à 

— j l. Ainsi , dans ce cas , la courbe se réduit k 

un point unique , situé sur le diamètre , et dont les 
coordonnées sont W , 

fBx' + Dl ■ ■ 

. = x-, v = 

Pour que ce résultat puisse avoir lieu , et que les valeur* 
de'-t/; et de x"soientégales entreellcs , il faut que la partie 
radicale de leur expression , tirée de l’équation qui les 
donne , s’évanouisse d’clle-mème , ce f|ui exige qu’on ait ^ 

(BD- 2 AE)>— (B' — 4AC) (D-— 4AF)— O (q> ^ 
Cette condition, jointe à la première B’ — 4 AC o , 
détermine les cas où la courbe se réduit à un point. 

Il est facile de voir posteriori à quoi lient cc résultati 
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car, en faisant disparaître le radical de la valeur résolue 
de y, «n obtient , dans le cas actuel , Féquatian 

(aAy+Rr + ï))*— (B* — 4AC) {x—xy=o, 

qui est équivalente à la proposée. Or, B* — 4AG étant 
négatif, le premier membre est la somme de deux quan- 
tités positives, et ne peut jamais devenir nul, à moins 
que chacune de ces quantités ne soit nulle séparément, 
qe qui ramène aux valeurs que nous venons d’obtenir. 

Voici quelques exemi>les de ce cas, sur lesquels les 
élèves pourront s’exercer i 

x' y* X* — K K + i x=o. 

373 . Considérons enfin le cas où les deux racines x'otx* 
sont imaginaires', alors le {tolynome (i—x') (x -»-*") 
ne pourra jamais changer de signe, quelque valeur que 
l’on «lonne à x. Gettc proposition est démontrée dans les 
élémens iK Algèbre. Or, on peut toujours prendrex assez 
grand pour que ce polynôme devienne positif, puisque 
son premier terme est -1- x*. Ainsi , il restera toujours 
positif-, et, comme le facteur B* — 4AC , qui le multiplie 
sous le radical , est négatif dans la supposition présente, 
il s’ensuit que la valeur de^ sera toujours imaginaire, 
quel que soit X : de sorte qu’il n’y aura pas de courbe. 

Cela arrivera lorsque la quantité qui entre sous le signe 
radical, dans les valeurs de x' et de x", sera négative J 
c’est-à-dire qu’il faudra qu’on ait 

< 0 , (DD— 3AE)’— (B>— 4AC) (D"— 4AF) < 0 . 

Eu introduisant ces conditions dans l’équation géné- 
rale , on voit facilement pourquoi elle n’admet pas de 
solution réelle. En efiet , la seconde in^alité peut être 
rcmpiacéc par l’équation , ^ 

D-— 4AF _ (BD — 2 AE)» 

— 4 AC ~ ( B‘ — 4 AC)“ "*■ ’ 

K’ désignant une quantité cssoutielleraent positive. En 
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* , D* — 4AF, „ 

substituant cette vaÜeur de -- ^^ uansl expression 

i^àaenak de jr, c^c>oi devient 


3À aA 




File peut se mettre sous la forme 


y=- 


Bjc-f-D . 

aA 


CB‘-4AC){(.+^^)+K-}; 


et , «n CsisHit éeanoair le radioal , ofi -eti tire 

(aJ^+B*4*D)*— {B‘-4AG){x-t‘S^^}"-K»-^AC)K==o, 

dquntion équivalente k la proposée t mais -B* < 4 — 4AiC 
étant négatif, elle est composée de trois quantités :posi- 
tives dont la somme ne peut être nulle , à moins que 
chacune d’elles ne soit nulle séparément. On peut bien 
remplir cette twndltion pour les denx premières , en 
posant les équations ' ’ 

aA^ + Bx+D=o, x+^^^=o, 


qni détermineront x «t y- Mais la troisiènie quantité K% 
qui ne contient que les coefficiens ABC, ne peut être 
nulle d’elle-mésne , du moins en général , et c’est oe qui 
rend l’équation impossiUe. 

Si cependant la. quantité K était buUq, om aurait 
alore deux équations du premier degré pour déternûner 
arety, et l’équation représenterait un ftoinij mais oette 
snppoâtion exige qu'on sût entre les ooeffioiens ABC. . . 
1 b relatioa . ! ; 


(BD — 2 AE)* — (B» — 4AC) (D' — 4 AF) = o ; 
cc qui nous r^cuc au cas que nous venou-s de discuter 
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prcccdcinnienl, et dans lequel les valeurs de x et de x" 
étaient égales cnlr celles. 

Voici quelques c\emples dans lesquels ' l’équation 
proposée est impossible : 

^“+x*+2x+2=o. 

Ou voit en effet que ces équations peuvent être mises 
sous la forme 


r, / ( 23 '+a,'+i)»+ 3 x:’+ 3 =o, y-|-(x+i>‘+i=o. 

>“i l '*• 

Jusqu’icî'nous n’avons résolu l’équation proposée que 
par rapport à y, maié on trouverait des résultats aliso- 
lument analogues en la résolvant par rapport à x, et 
jyl’on arriverait aux mêmes conditions. C’est ce que l’on 
jxiurrait aisément vérifier à posteriori , mais on peut le 
. voir immédiatement , d’après la forme même de la 
quantité.'!. - -t >. --j** -hi < 


1‘ (BD — aAE)* — (B* — 4AC) (D* — 4 AF), ' ' 

K- '■ 11' > , IJi.d _ .) i 

àlaqucllc se rapportenttoutesles conditions précédentes; 
car cette quantité étant développée , réduite et divisée 

par 4A , devient 
* ... -i.- 

' ÀE? + CD’ 4- FB’ — DDE — 4AFC. 


■Et, 'sons cette forme, on voit qü’elle reste la même, 
quand on y change A en C , et D en E; ce qui revient à 
changer y en x dans l’équation générale. ' 

276 . 11 résulte de la discussion ^éDédente que'les 
'coiirbes du sieoond ordre, comprises dans là' pfeimèrc 
classe, pOür laquelle B’ — 4AC est négatif) sont en 
général’ des coimbes fermées comme l’ellipse. Mais ‘les 
'Conditions secondaires donttéttl' tiêü à trois ‘variétés’, 
qui sont le point isolé, la courbe imaginaire, et -le 

cercle. ' )i ' - - ‘ J . ■ I — ’ ’ 

En admettant que ces courbes soient réellement des 
ellijiscs , ce qui en effet sera démontré plus bas , on peut 
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facilement tirer de l’équation proposée toutes les don- 
nées nécessaires pour les construire géométriquement. 

Le moyen le plus simple d’y parvenir consiste à dé- 
terminer le centre de la courbe, ainsi que la direction et 
la grandeur de deux diamètres conjugués. On a vu dans 
l’ article 17a que ces données suffisent pour construire 
géométriquement une ellipse or, on peut aisément les 
obtenir en résolvant l’équation proposée, comme noos 
l’avons fait dans les articles 270 et 271. 

D’abord, rien de pins facile que de trouver le centre; 
il est placé au milieu de tous les diamètres : or , d’après 
l’artide 270, nous connaissons déjà, un dioimètrc situé 
sur la droite indéfinie, dont l’équation est 

_ (Dx + 'D) . ' ‘ 

2A 

les extrémités de ce diamètre ont pour abscisse x'x” , 
n"27i :cesontles limites de la courbe diinslesens dés x'; 
les ordonnées correspondantesy_y * ont donc pour valeurs 
_ (Bx' + D) (Bx' + D) ;; 

' j'-“~ ’ ; 

J la longueur de ce diamètre est la distance des deu;x 
pqints dont les coordonnas sont x’', ; x",_y"j elle est 

donc exprimée par (x* — x')* + (y” -r’y'Yt du moius 
en supposant les coordonnées rectangulaires. Si l’on mot 
dans cette expression, au lieu dey et y" leurs valeurs 
«n' x et x", elle se réduit à ■ n , i i -: 


2A 


V/B“ 


• 4 A*; 


le centre est au milieu de ce diamètre. En désignant ses 
coordonnées par X et Y , on aura 

x=^:±£, y=->::±2::' 

2 2 


011 connailra donc ces coordonnées. Nous avons vu , 
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article tJ 7 a,'qTt’a\a cxtrcimtclS'ele'ce dûinnètiy:ia'ton^en)r 
ikî'ln couAé «9t 'parallcle à l’nse desy.i*ar oonséqnenl, 
éi >nooa nienoRS par •le -Centre un -diamètre parallèle à 
•oet '<Ékc>, fl «è trouTora conjugue ab ■précétleht Les <or- 
xlebnces xle la courbeauxert^ihés dè ee-notrreaa dh>- 
«nètne iseront ies ^rfeurs de y 'Correspondantes « 'l’ali- 
^ilse <dn<ôeiitrei, ■c’est-à-dire là X>,'etpsr'ccmsè«]'DeRtoii 

'les oKticncIra en mettaht pour sa valeur — > dans 

’géfl^ r*îic de y Vte Fartiiele 27 1 ï 'oivyHiei ‘ainsi 

. y dti-^V 4 A€-*-U-, 

11- H_ ..t lllKI 11--. 

la différence de ces coordonnées sera 

• - 2 A I • - ^ 

J. • ; .tf . ■',-2^. 

c’est la Ioi\gueur du second diamètre parallèle aux, y et 
conjugué au précédent. Avec ces données on construira 
l’ellipse ; si x" et x' sont imaginaires, les deux. diamètres 
seront unaginaires aussii et il là’y nnrà pas de courbe ; 
si x‘’=o;', les longueurs des deux diamètres seront 
liïdlcSj'èt îâ ■étraVlie se rSdtib^à à ün ^iWtj fenWi, "ii 
'4ÂC — B* B’ -4- 4 A* , les 'déni 'dîàttiètrcfe ‘é'dùjtf^uès 
■at¥ont égaux entre ctix. Ges diverses moddiaitbms 
>p(ttideilt 'ainsi dux mémei eonditioiHS afaàèytiques ^ 
«nne avons dé)à l«miarquées. 

Si l’on désigne par « l’angle que le prbmiér dieinètre 
conjugué forme avec l’axe des x,on aura, d’après son 
équation, '■ 

P 2A 

■ tann « ■* — -’-TT s cos«=— =i==- • • 

^ aA’ V^ 4 A»-hB^ 

Puisque le second diamètre est perpendiculaire à l’axe 
des X, si l’on désigne par « l’angle qu’tl fait avec le 
premier , on aiifa 
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par conscqucnt, 

s|n.«(=cosi«= 


aA 


y 4A*+B‘ 


Or, on a tu dans lUirtitle ifi5‘quelë roctangle des deux 
p?»es,^est ^alà,ce,lui de de.ujL ditMPptreE conjugués niul- 
*e sjnuŸidp r,ang|e IciJe^rectajngle des deujc. 

diamètres es^ 


— • t/4^—»; . |/4A*+BS 

ainsi en nommant oa,ob, les deux axes de l’ellipse , et 
mettant pour sin« sa valëur , on aura 

~ V^4ÂÔI^. 


On a vu, de plus, dans le même article , que la somme 
des carrés des axes est égale à celle dm carnis ,des dia- 
mètres conjugués; ici cette dernière somme se trouve 
égale à 

(4AC— B*); 

ou aura dooe,: 

“•+‘:=*TÎf^(4:*coi, 


ces deux équations suffisent pour qu’on puisse calculer 
les longueurs des deux axes, et l’on on tire 

, fcc"^a:')» , 

{A+c -h j , 

{ A+ c - v/B“-f-(A.-C)“ }, ^ 

si Ion a B— O et A^C, leadeux axes de l’ellipse sont 
égaux, et par conscquept elle se réduit à un cercle. 
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Seconde classe. Courbes limitées dans un sens, 
et indéfinies dans Vautre. 

Caractère , B" — 4 AC = o. 

277. Considérons maintenant la seconde classe de 
courlxîs du second ordre, pour lesquelles B’ — 4 AC est 
nul. Dans ce cas, la v.ileur générale de y devient 

j = — ±1^ /a ( BD — 2 AE) * + D« — 4 AF ; 

et, en faisant, pour plus de simplicité, 

D» — 4 AF 

2 ( BD — 2AE ) “ * ’ 

elle peut se mettre .sous la forme 

V/^(BD-aAE)(x-.T). 

Si BD — 2AE est positif, tant que l’on fera x plus 
grand que x’, le facteur x — x' sera positif, et le radical 
sera réel; il deviendra nul, quand x sera égal à x'\ 
enfin, quand x sera moindre que x' , le facteur x — x' 
<leviendra n^atif, et le radical sera imaginaire. L.a 
courbe s’étend donc à l’infini dans le sens des x posi- 
tifs, depuis l’abscisse x=x'. L’ordonnée correspon- 
dante a cette abscisse servira de limite, et touchera 
la courbe. 

Les résultats seront contraires, lorsque BD — 2AE 
sera une quantité négative. La courbe s’étendra indé- 
finiment dans le sens des x négatifs , et sera limitée dans 
le sens opposé. 

Dans ces deux cas , la ligne droite qui a pour équation 
(Bx + D)- 
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sera un diamilre de la courbe , en donnant à cette ex- 
pression le sens que nous lui avons attribué dans l’ar- 
ticle 270. 

278. On arriverait à des résultats semblables , en 
résolvant l’équation par rapport à x; l’équation du 
diamètre serait alors 




2C ’ 


ou , en tirant la valeur de_y, 
2Cx 

, ; ■« y e: — — — • 

^ B 


E 

B' 


Or, B’ — 4 AC étant nul, on a 
B ~ 2A‘ 

Ainsi l’équation de ce diamètre devient 

__Bx__ E 
2A . B’ 

c* est-à-dire qu’il est parallèle à l’autre diamètre 

__Bx_JD 
^ 2A 2A 

que l’on avait trouvé en résolvant l’équation proposée 
par rapport à y : nouvelle analogie de la courbe que 
nous examinons avec la parabole dont tous les diamètres 
sont parallèles entre eux. 

279. Quant à la position particulière de cette courbe, 
et à sa situation par rapport aux axes, elle dépendra 
des valeurs des coelTiciens AB.... On la découvrira 
en suivant la marche que nous avons appliquée dans le 
n® 272, aux courbes du genre de l’ellipse, et on arri- 
vera à des conséquences analogues. 

280. Au reste, la condition caractéristique du genre 
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a83. Il résulte tic cette discussion , que les courbes 
du second ordre , comprises dans la seconde classe, pour 
laquelle — 4AC est nul, sont en général indéfinies 
dans un seul sens, comme la parabole, mais peuvent 
cependant donner comme variétés deux lignes droites 
parallèles , ou une seule droite , ou deux droites iiqa- 
ginaires. - , 

En admettant que ces courbes soient réellement des 
paraboles, ce qui en effet sera démontré plus bas, on 
peut se proposer, comme nous l’avons fait pour l’el- 
lipse, de tireé de l’équation générale toutes les données 
nécessaires à la construction géométrique. Mais ici nous 
ne pouvons pins employer la oonsidératiotti du centre , 
puisque celui de la parabole est infiniment éloigné' de 
tous les points de son périmètre; et-par conséquent il 
faut y suppléer par quelque autre propriété tirée de la 
nature de cette courbe , qui permette d’arriver facile- 
ment et promptement â sa description. Or, il en ert une 
qui rempBt parlkitcmerit ces conditions, c’est que, <£un« 
la parabole J lorsque deux tangentes sont perpendioUr 
laites fane à V autre , là ligne droite menée par les deiix 
points de tangence passe par le foyer, et le point d! inter-, 
section des deux tangentes est sur la directrice. Cette 
propriété n’ayant pas encore été remarquée, du moins 
è ma connaissance , je vais la démontrer d’abord. 

Soit M'AM* (fig. 1 13) , une parabole dont A est le som- 
met, AX l’axe, F le foyer. En appelant ap son para- 
mètre, et la supposant' rapportée à des coordonnées 
rectangulaires x et^, dont la première soit prise sur' 
l’axe à partir du sommet A, son équation sera 

et la distance du foyer F au sommet de la courbe sera 
égale à ^ ou au quart du paramètre. Cela posé, si par 

a3 
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le foyer F nous menons une ligne droile quiconque, 
l'èquation de celte droite sera de la forme 



a étant la tangente trigonométrique de Fangle qu’elle 
-forme aTce l’axe de la parabole. Pour avoir les points 
d’intersection de cette droite et de la courbe, il faut 
combiner leurs équations ; et d’abord , en éliminant x, 
on aura, pour les y communs , 




les deux racines de cette équation sont les deux ordon- 
nées des deux points d’intersection; en les désignant 
par leur produit sera égal au terme indépendant 

de y ; on aura donc 

y/=— /»*• 

Or, si par cliacun de ces points , marqués M' et M" dans 
la figure, on conçoit une tangente à la parabole, et que 
Fon désigne par a' et a’ les tangentes trigonométriques 
des angles que ces droites forment avec l’axe AX , oa 
aura par l’article 202 , 


. P P . 

y” y" ' 

Par conséquent 

f „ P* 
et Cl ~~ - * * 

yy 

Si , dans ce résultat, on met pour_yy sa -valeur il 
vient 

aa“ = — 1 ; 


ce qui signifie que les deux tangentes ainsi menées aux 
deux points d’intersection sont perpendiculaires l’une 
à l’autre. , 
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La réciproque de cette proposition est également 
vraie; c’est-à-dire que toutes les fois que deuxtangentes 
à la paralx>Ie sont perpendiculaires l’une à l’autre, la 
Corde qui joint les points de tangence passe par le foyer. 
En effet, s’il en était autrement, par un quelconque de 
ces deux points , tel que M' ou M", menex une corde qui 
passe par le foyer : elle ira couper la courbe en un autre 
point M*, dont la tangente sera perpendiculaire à la 
tangente menée par M", si c’est M" que l’on a choisi. 
Donc, puisque la tangente menée par M' est supposée 
jouir aussi de cette propriété , il faut que les points M* 
et M' coïncident ; car , dans la parabole , jamais deux tan- 
gentes ne peuvent être parallèles l’une à l’autre sans 
coïncider. 

Maintenant il reste à démontrer la seconde partie de 
la proposition , c’est-à-dire que , lorsque deux tangentes 
de la parabole sont perpendiculaires l’une à l’autre, leur 
point d’intersection est situé sur la directrice. Pour 
cela, désignons par x',y", x", y", les coordonnées des 
deux points de tangence; les équations des deux tan- 
gentes, seront 


yy'=p{x + x') , yy''= pÇx + x"). 

Dans le point où ces lignes se coupent, les y et les x 
leur sont comn\uns; ainsi on aura les coordonnées de ce 
point en combinant les équations précédentes. Or si on 
les divise membre à membre, y' disparait, et il vient 


d’où l’on tire 


y" x-t-x" 
y ~ x + x ’ 


x = - 


y-^y 


y— y 


c’est l’abscisse du point d’intersection des deux tan- 
gentes. Mais elle peut être simplifiée en considérant que 
les deux points de tangence sont sur la parabole; car 
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]’ équation de cette courlie leur étant appliquée, donne 

y“= apif, 2/Jx'; 

tirant de là a/ etx" enfonction de y' ety", puis, les sub- 
stituant dans l’expression de X, le facteur y“—y' devient 
commun aux deux termes du second membre. On peut 
donc le faire disparaître, après quoi il reste 

x=^. . • ■ 

- r‘ : . ' 

Cette expression est générale pour tous les’ eduples de 
tangentes quels qu’ils puissent être;, mais ie» {es deux 
tangentes que nous considérons sont perpendiculaires 
l’une à l’autre ; ce qui , comme on l’a vu tout.à l’heure^ 
donne 

Faisant donc usage de cette relation pour particulariser 
l’expression précédente, elle se réduit à 

x = -P 

a’ 

c’est-à-dire qu’ alors l’abscisse du point d’intersection est 
située Imrs de la parabole, à une distance du sontunct de 

cette courbe égale à— ce qui ^t précisément la distance 

de la directrice à ce même sommet. Ainsi l’intersec- 
tion des deux tangentes perpendiculaires s’opère sur la 
directrice comme nous l’avions annoncé. 

a84. Pour appliquer ces propriétés à la construction 
de l’équation générale, dans le cas oà elle exprime une 
parabole, fig. 1 14, il faut considérer que, lorsqu’on ré- 
sout cette équation par rapport à y , on obtient un dia- 
mètre dontles ordonnées sont parallèlesauxy ; et, qu’en 
la résolvant par rapporta x, on obtient un autre dia- 
mètre dont les ordonnées sont parallèles aux x, c’est-à- 
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(lireperpendicnlaircs aux précédentes, du moins lorsque 
le système des coordonnées x ety'cst rectangulaire, ainsi 
que nous le supposons en général dans cette discussion ; 
or les tangentes à l’origine des diamètres sont paral- 
lèles à ces ordonnées; par conséquent elles sont aussi 
perpendiculaires entre elles; et ainsi la ligne qui joint 
les points de tangence contient le foyer de la parabole. 

Les coordonnées de ces deux points de tangence sont 
faciles à calculer, car ce sont les limites de la courbe 
dans ces dÜTérens sens; d’abord pour celui dont la tan- 
gente est parallèle aux y , nous avons trouvé dans l’ar- 
ticle 277 

(D»— 4 AF) 

^ “ 2(BD— 2AE)’ 

ce qui donne 

(Bx'-f-D) 

y 

En résolvant l’équatioii relativement à x , on trouvera 
de même les coordonnées de l’extrémité de l’autre dia- 
mètre où la tangente est parallèle aux x, et l'on aura 

(E»- 4 CF) . 

y ~ 2(be— 2cd)’ 

ce qui donne ‘ " 

(By"+E) 

aC ■ 

Quand on aura ainsi déterminé ces deux points , on les 
joindra par une ligne droite, et elle devra contenir le 
foyer. 

On mènera ensuite par le premier d’entre eux une 
ligne droite parallèle aux par le second une ligne 
droite parallèle aux y. Ces droites rectangulaires se- 
ront tangentes à la parabole cherchée. Comme elles sont 
respectivement parallèles aux axes des y et des x, leur 
point d’intersection N aura pour «Ordonnées x' ety 
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Il sera donc connti , et de plus ce sera un point de la 
directrice. En menant de ce point une droite perpendi- 
culaire à la direction commune des diamètres que la 
résolution de l’équation de la courbe fait immédiate- 
ment connaître , on aura la directrice elle-même. Et 
enfin prenantla distance perpendiculaire d’un des points 
de tangence à la directrice, ce ^ra la distance de ce 
même point de tangence au foyer. Ainsi l’on connaîtra 
le foyer en portant cette distance sur la corde qui joint 
les deux points de tangence. Alors du foyer menant une 
perpendiculaire à la directrice, ce sera l’axe de la para- 
Ix)le. Connaissant ainsi le foyer, la directrice et l’axe, 
on construira aisément la courbe entière. 

Troisième classe. Courbes indèjirùes dans tous 
les sens. 


Caractère , B“ — 4AC >> o. 


s85. La discussion de cette classe de courbes est ex- 
trêmement facile , après ce qui pr^ède ; car elle se fait 
])rcciscment par la même marche et par les mêmes pro- 
cédés dont nous avons fait usage pour les courbes de la 
première division. Si l’on reprend la valeur générale 
de^, qui est 




D‘— 4AF j 
4ACJ’ 


et que l’on représente par et x" les deux racines de 
l’équation 


2 


(BD— 2AE) 
(B“— 4AC) 


X 


_ D“ — 4AF 
■*" B*— 4AC~°’ 


ou pourra lui donner cette forme 

^=_(Ë£±5)±^V/(F-4AC) Cx-x'Hx-x”); 
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*.t , si l’on sup^se que x" et x’ soient des quantités réelles , 
comme B“ — 4 AC est une quantité positive,, on verra 
facilement que la courlie est toujours imaginaire entre 
les abscisses x' et x", mais qu’elle est toujours réelle hors 
de ces limites , où elle se trouve touchée par ses or- 
données : forme tout-à-fait analogue à celle de l’hyper- 
bole (fig. ii 5 )• 1 

La condition de la réalité des racines x' et x" est 

(liD — aAE)* — (B* — 4 AC) (D* — 4 AF) > o. 

Nous l’avions déjà obtenue page 34 i , pour la réalité 
des 'courbes du genre de l’ellipse. On voit donc que 
le signe seul de' la quantité — 4 AC détermine la 
courbe à être fermée et limitée , ou composée de deux 
branches séparées et indéfinies. 

On voit d’ailleurs que les abscisses Æ'etx", entre les- 
quelles la courbe devient imaginaire , répondent à son 
intersection avec le diamètre qui a pour équation 

(Bx-l-D) 
aA ■ 

Voici quelques exemples sur lesquels on pourra 
s’exercer : 

■ • > 

y — a^— x*-f a = o, (Fig.116). 

y — x*- 4 -ax — ay'-l-i=o, (Fig.117). 

y — axy — X* — ay-+- ax -)-3 = o, (Fig. 1 18 ).‘ 
y — ax* — a^-f-6 X — 3 = 0. (Fig. 119). 

On trouverait, comme dans la page 34 1 , les condi- 
tions nécessaires pour que la courbe coupe les axes des x 
et des^y, ou les touche en un seul point, ou enfin ne les 
rencontre pas. , 

a86. Dans tous ces exemples l’équation contient les 
carrés y’ , x*, des deux variables. Si l’un des deux man- 
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quait , il faudrait résoudre l’cquatiun par rapport à celui 
qui reste comme nous l’avons dit plus haut; enfin, si 
les deux carrés manquaient, on ramènerait immédiate- 
ment la courbe à ses asymptotes, comme nous l’avons 
montré n° a66. Cette réduction est également prati- 
cable lorsque les deux carrés se trouvent tous deux 
dans l’équation , ainsi que nous le verrons à la fin de 
ce chapitre ; mais alors elle exige nne analyse particu- 
lière; et c’est pourquoi , avant de nous en occuper , nous 
achèverons de développer les résultats que l’on peut ré- 
duire par la résolution immédiate. 

aSy. Un des cas qu’il nous faut aussi considérer , est 
celui où x' et x* sont égales entr’elles ; alors le produit 
(x — x') (x — x") devient un carré égal à (x — x')*; 
et l’on a 

L’équation représente alors deux lignes droites qui sont 
toujours réelles , puisque B* — 4AC est une quantité 
positive. La condition de cette égalité des racines exige 
qu’on ait 

(BD — aAE)» — (B» — 4 AC) (D* — 4 AF) = o. 

Comme le coefficient de x n’est pas le même dans les 
équations des deux droites , il s’ensuit qu’elles ne sont pas 
parallèles. 

Cette condition est la même que nous avons obtenue 
dans l’article 374 , page 343. 

Dans ce cas, l’équation proposée peut se mettre sous 
la forme 

{ aA y + Bx -f* D — (x — x') v/(b“ — 4 AC)} X 
(a Ajr-HBx -f- D-f- (x — x') V B> — 4AC } = o. 
Éllc est donc décomposable en rationnels facteurs du 
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plumier degré , et peut être satislaite en égalant sé- 
parément à zéro chacun de ces facteurs. 

a88. Généralçment , lorsque l’équation proposée se 
trouve multipliée tout entière par des facteurs ration- 
nels en a; et en^, il faut avoir grand soin de les discuter 
• successivement , et chacun en particulier ; car , puisqu’on 
Satisfait à l’équation en les égalant à zéro , ils ofiVent au- 
tant de solutions, qu’il n’est pas permis de négliger. 

28g. Voici quelques exemples du cas précédent : 

— 2x’-f- 2^-1- I = O, (Fig. 120). 

J'*— a:‘ = o, (Fig. 121). 

— 2x“-1-3j; — 1 = 0. (Fig. 122). 

290. Venons enfin au cas oh les deux racines x' et s" 
sont imaginaires : alors le polynôme (x — x') (x — x“) 
ne peut jamais changer de signe; et , comme son pre- 
mier terme est x*, il reste toujours positif; de plus, 
B* — 4 AC est aussi positif. Ainsi , quelque supposition 
qu’on fasse pour x , la valeur de_y sera toujours réelle , 
et chaque abscisse donnera des points de la courhe. Ce- 
pendant cette courhe sera encore composée de deux 
branches séparées (fig. 1 23 ) ; car chaque ordonnée est 
divisée en deux parties égales par le diamètre dont 
l’équation est ■ • 

(Bx -f- D) 

, ^ 2A * 

et, comme le radical v/(B“ — 4 AC) (x — x') (x — x") 
^ue peut jamais devenir nul, ce diamètre ne coupe pas 
^ la courbe, qui s’étend ainsi indéfiniment au-dessus de lui 
et au-dessous. Cette circonstance est toul-à-fait analogue 
à celle que présente le second axe de l’iiyperbole. 

Ijes conditions particulières à ce cas sont . 

B’— 4 AC>o,(BD— 2AE)>— (B^— 4 ,VC) (D“- 4 AF)>o. 
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En voici quelques exemples : 

y — aaj — x» — 2 = 0, (Fig. 13 -i). 

j'“+ uxy — ar* + 2ar 4 - ay — 1 = 0, '(Fig. ia 5 ). 
y — aoy — 2X— 2 = 0, (Fig. 126). ' 

291. Si A = — C, elB=o, l’éimation générale 
devient 

Ay — Ax“ + + Ec 4- F = o ; 

ou 

“ + r^+|x+I=o. 


Elle peut, par conséquent, se mettre sous la forme 



E E* — 4 AF 

2A J “ 4 A^^ 


alors on volt que , si les coordonnées et x sont rec- 
tangulaires , elle représente une hyperbole équilatère, 

D . E 

qui a pour coordonnées du centre — -f- et pour 


13» £» 4A.F 

piiissanre -,-r- . Ce cas est analogue à celui 

4A* 


ilu cercle , dans la première classe des courbes, ar-, 
ticle 273. 

292. 11 résulte de cette discussion que les courbes 
du second ordre , dans lesquelles B* — 4 AC est positif, 
sont toujours des courbes indéfinies composées de deux 
branches séparées : elles comprennent comme variétés 
deux lignes droites qui se coupent , et l’hyperbole équi- „ 
Jalère. 


293. On voit, par ce qui précède, comment il est' 
possible de déduire de l’équation d’une ligne courbe- 
sa forme , son étendue , ses limites , et toutes les sinuo- 
sités de son cours ; la marche que nous venons de suivre 
est générale, et s’appliquerait C3alcmeut à toutes les 
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courbes algébriques. 11 est donc très utile de s’en bien 
pénétrer, et de s’en rendre l’usage familier par des 
exemples. Mais aussi c’est tout ce qu’il faut retenir; 
car il serait inutile , et même nuisible , de fixer dans 
sa mémoire les conditions particulières qui ont lieu 
entre les coelliciens suirant les düTérens cas , et il faut 
plutôt se laisser naturellement conduire à ces condi- 
tions par la suite des raisounemens. 

394. £n admettant que les courbes comprises dans 
cette classe soient réellement des h}'perboles, comme 
nous allons tout-è-l’benre le prouver, il est facile de les 
construire géométriquement d’après leur équation; car 
on peut ici , connne pour les ellipses , déterminer très 
simplement leur centre , ainsi que la direction et la 
longueur de deux diamètres conjugués. 

Il n’est pas même besoin pour cela d’aucun nouveau 
calcul ; il suffit d'opérer ici comme nous l’ayons fait 
alors , en ayant égard à l’analogie qui existe entre l’el- 
lipse et l’hyperbole , ainsi qu’aux différences qui les sé- 
parent. En résolvant d’abord l’équation , par rapport 
a y, on obtiendra un premier diamètre dont la longueur _ 
sera . '' 


(îl-jîlVir+Æ 

Ensuite , en la résolvant par rapport à jr , on aura le 
second diamètre parallèle aux y , lequel aura pour lon- 
gueur 

(x"-x) 

— A V/ 4 AC— B“. 


Celui-ci sera imaginaire , car nous supposons B’— 4 AC 
positif, comme cela doit en effet avoir lieu dans l’hyper- 
la>le. Si donc on représente la moitié de ce diamètre 
par B' I — 1 , et la moitié du premier par A', ces don- 
nées suffiront pour construire l’byperbole ; car l’angle, 
des deux diamètres est connu, et en le représentant par « 
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on aura ici comme dans rdlipsc 

aA 


sin « = ' 


»/4A» 4- B> 

On pourra de même obtenir les valeurs des deux axes de 
l’byperbole; car en les représentant par a et é 
puisque 1 un d entre eux doit être imaginaire, on aura 


également 


ai 






ce qui donne 


{A + C— V/B> + (A-C)»} , 

expressions absolument pareilles à celles que nous 
avons trouvées pour l’ellipse, page 349 . 

295 . Mais on peut aussi construire, pour ce cas, l’équa- 
tion générale en y mettant les asymptotes en évidence; 
en effet reprenons la valeur résolue 


(I?£±5U_L. //RA 2(BD-aAE) , (D“-4AF) , 

l aA 

étant par supposition une quantité positive 
différsnlc de zéro, faisons la sortir de dessous le radical 
généra' a^ec le facteur x’, en écrivant l’équation de 
la manière suivante , 

/ . 2(bd-3AE) dC 
\ aA-l-aA'^^ * + 7ÎF:I4ÀC&+(B^=: 


— 4 AF 
4AC)x“’ 


(B-— 4ÀC)x'^(B 
maintenant développons le second radical en série parla 
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formuledu binomeappliquéeà l’exjiosanl -J {*); et ordon- 
nons le résultat par rapport aux puissances de - ; il est 
aisé de voir que les premiers termes seront 

(BD-aAE) , (D‘- 4 AF ) (BD-aAE)- 
^ (B“— 4 AC)r ■^2(8*— 4 AC)j:“ 2(8*— 4 AC)*r“ ^ 

et tous les termes qui snivrout ceux que nous uwmê 
écrits,, contiendront au dénominateur des puissances 
de X de plus en plus grandes. Or, en eOcetnant sur tous 
CCS termes la multiplication par le , £actenr commun 

— 8* — 4 AC, Ie premier 1 donnera un produit 

qui aura pour facteur x, le second' qui est déjà divisé 
par X, donnera une quantité constante ; et tons les 
Autres qui sont divisés par des puissAxices de- x snpii- 
eiewres à la première, garderont’ encore en dénomi-* 
nateur des puissances de x de pim en plus grandes. 
Ainsi , eu ordonnant toute la série relativement à ces 


(*) Pour cela , il fam sc rappeler que l’on-a en gcpcral , n tilatit ' 
quelconque , 1 


, , , n.n — I , n.n — i.n — ». 

(i -(-*;•= 1 + ns -I TT~ *’ ' î’— etc. 


i.a.3 


Ainki , tlaut le cas où n sera - , un aura 
’ a 


(. + s)“ = i -f. ic- -f-^s>_«tc. 

Dans le cas actuel , la quaolilé qui représente z vst 

aCBD— aAK) (D* — 4 AF) a l(BO— aAE) (D' — 4At')| 
(8*— 4AC>s'^{Ht-4AC;ar- ’ Î(B>-4AC) ’ aiB--4Al0jï| » 

de sorte que ses diverses puissances contiennent toujours au déno- 
minateur les puissances successives de ^ En la substituant donc 

pour Z et SC bornant aux trois premiers termes , on aura le résultat 
cnoncc dans le texte. 



y 
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trois sortes de termes , on aura 


y^— (-Dd= ^- .^^ }+^(--B±V/B»-4AC}, (i) 

^ 2AI v/B*— 4ACi J 

2 f n» ^1 A F I a AE) > , ^ 

^{B“-4AC)Î 


dz etc. 


Maintenant, à mesure que l’abscisse x deviendra plus 
grande , soit qu’on la prenne positive ou négative, les 
termes qui la contiennent en dénominateur, devien- 
dront de plus en plus petits, tandis que le premier 
terme qui en est indépendant restera constant , et que 
le second terme qui la contient en numérateur, acquierr a 
une valeur de plus en plus considérable. Ainsi , à mesure 
que cet acoroissement de x aura lieu, l’ordonnée y de 
la courbe approchera de plus en plus de se réduire à 
ses deux premiers termes, c’est-à-dire de se confondre 
avec l’une ou l’autre des deux droites qui auraient pour 
équation 




OU bien 


(0 


^ Ces droites sont donc les deux asymptotes de l’hyper- 
bole que l’équation représente. Elles ne peuvent être 
réelles qu’autant que B“— 4 AC est positif; car s’il était 
n^atif , le radical qu’elles contiennent deviendrait 
imaginaire. Aussi avons-nous vu que , dans ce dernier 
cas , l’équation appartient à une ellipse, courbe qui n’a 
pas d’asymptotes. 

296. On ne pourrait pas non plus appliquer cesformules 
au cas ou B’— 4 ACserait nul; parce qu’alors les termes 
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de la série qui contiennent toutes les puissances succos- 
sives de cette quantité en dénominateur devenant infin is , 
la série de ces termes serait infinie cllc-méme au lieu 
d’être convergente, et ainsi cette forme de développe- 
ment cesserait d’être possible. Aussi en remontant , pour 
ce cas, à l’expression primitive de_y avant qu’elle fût dé- 
veloppée, on voit que la supposition de B“— 4ACnulfait 
disparaître le terme 'en x* et réduit cette expression à 

i/2CBD-2AE)x+D»-4AF, 

or le radical peut bien encore se développer en série 
ordonnée suivant les puissances inverses de x ; car il 
suffit pour cela de mettre le terme V^a( BD — aAE) x 
en facteur commun , et de réduire en sérié le radical 

~~D‘— 4AF~ 
a(BD — aAE)x’ 

an moyen de la formule du binôme ; mais comme x ne 
sort pas de dessous le premier radical , parce qu’il s’y 
trouve seulement -à la première puissance, il s’ensuit 
que les premiers termes de la série , qui contiendront 
les puissances ascendantes de x , ne représenteront pas 
des lignes droites, mais des lignes courbes dont l’équa- 
tion sera ^ 

(4) 

Ainsi, dans le cas de B* — 4 AC nul, la courbe cher- 
chée n’a point d’asymptote rectiligne , comme nous 
pouvions le penser d’avance, puisqu’alors elle est une 
parabole ; mais plus x augmente , plus elle approche 
de se confondre avec une autre parabole , qui est celle 
à laquelle la valeur dey' se réduit , et qui est représentée 
par l’équation (4). -, 
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397. Eh revenant au cas où les asymptotes rectilignec 
existent, il est clair que leur mutuelle intersection doit 
donner le centre de l’hyiierlwle. Ainsi en' considérant 
les a; et_y comme communes dans les équations (il 
et (a) des asymptotes, l’élimination donnera les coordon- 
nées du centre , lesquelles auront pour valeur 

aAE — BD aCD— BE 

B» — 4AC ' B‘— 4AC' 

C’est ce que l’on aurait pu prévoir directement par 
l’évjuation de la courlje même , comme nous le verrons 
tout à riieure. Quoi qu’il en soit, à l’aide de ces coor- 
données, on connaîtra le centre de la courbe, et on 
pourra le construire. On pourra également construire 
ses deux asymptotes d’après leurs équations. Il ne restera 
donc plus qu’à trouver un seul point de la courbe; car 
cela suffira ensuite pour trouver tous les autres, comme 
on l’a vu n“ a58. Or, cette première détermination est 
extrêmement facile; car, l’hyperbole étant indéGnle 
dans tous les sens , il est impossible que deux axes rec- 
tilignes et rectangulaires de coordonnées se croisent 
dans le plan où elle se trouve, sans que l’un d’eux 
au moins là rencontre quelque part. On eberebera donc 
les intersections de ces axes avec elle , en faisant suc- 
cessivement J? = O , ou ^ = O dans son équation. Il y 
aura toujours au moins une de ces suppositions qui 
donnera des racines réelles, et qui fournira ainsi le 
premier point dont on a besoin pour trouver ensuite 
tous les autres au moyen des asymptotes., ^ 

Sur les Centres et les Lignes diamétrales des 
Courbes planes. 

agS.J’aidit tout à l’heurequelescoordonnéesdu centre 
de l’hyperbole pouvaient s’obtenir directement d’une 
manière plus simple que par ^l’intersection des deux 
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nsjTjiptotcs. Comme ce résultat est général pour toutes 
les courbes, je vais en placer ici la démonstration. 

Ce que l’on appelle le centre d’une courbe, c’est un 
point tel que, si l’on mène une droite quelconque qui y 
passe et qui se termine à la courbe, les points d’inter- 
section sont toujours symétriquement disposés des deux 
côtés du centre , c’est-à-dire en nombre égal et égale- 
ment distans. 

En supposant cette condition satisfaite , concevons 
l’origine des coordonnées transportée au centre même. 
Alors, si l’on représente par -J- x', + _y', les coordon- 
nées d’un quelconque des points d’intersection , qui sa- 
tisfont à la fois à l’équation de la courbe et à l’équation 
delà droite menée par le centre , il faudra rjue la courbe 
ait encore un autre point , dont les coordonnées soient 
— x', — y' ; c’est-à-tlire que son équation soit encore sa- 
tisfaite quand on y sulvstituera ces nouvelles valeurs , 
au lieu de -h et -f-y'; et cela, sans qu’il en résulte 
aucune détermination particulière de ces quantités. 
Cette condition se trouvera remplie si l’équation de la 
courbe ne contient que des termes variables de dimen- 
sion paire ; c’est-à-dire tels , que la somme des exposans 
de * et de y , forme toujours un nombre pair dans 
chaque terme. Car alors ces termes ne changeront pas 
quand on changera les signes des variables ; et il est aisé 
de voir que la condition de leur constance ne peut cire 
remplie d’une autre manière ; car si l’équation contenait 
des produits variables de dimension impaire, les termes 
qui en seraient affectés changeraient de signe en même 
temps que les variables x, y-; par conséquent , si l’équa- 
tion était satisfaite par certaines valeurs de ces quan- 
tités , elle ne pourrait plus l’être généralement par les 
mêmes valeurs prises en signes contraires. D’après cela , 
pour savoir si une courbe donnée dont on a l’équation, 
jouit de la propriété d’avoir un centre, il n’}' a qu’à cher- 
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cher s’il exi-.fe, sur le plan oVi elle se trouve, un point tel , 
iju’eii y fixant Porigiue des coordonnées, la condition 
analytique qui caractérise Un centre soit satisfaite , 
c’est-à-dire que l’équation transformée se réduise à ne 
contenir que des termes t^ariables dfe dimension paire. 

1 1 fiiudra donc pour cela substituer , au lien de j: , des 
expressions de la forme 

x — a+x', y = b+y’, 
dans lesquelles a ei b désignent les coordonnées de la 
nouvelle origine, et voir si, en disposant de ces quantités, 
on peut faire en sorte que les dimensions impaires de x' 
etdc_y^ disparaissent de l’équation transformée. 

agg. Par exemple, si l’on cfl'eclue cette substitution 
dans l’équation du second degré la plus générale, 

Aj'* - 1 - Rrj' -f- - 1 - Dj -f- Ear-f- Fi;:= O, 

on trouve que la transformée contient généralement 

deux termes de dimension impaire; savoir 

(2A6 -J- Ba -+-D)y , et (sCa -}• Bé E) x'. Ainsi , pour 

que ces termes disparaissent , il faut disposer des quan- 
tités <i et 6 de manière qu’on ait 

aAA -}- Bd -4- D = O , aCa Bi -f- E = o , 
et alors l’équation rapportée à la nouvelle origine de- 
viendra 

Ay*-4-Bxy-l-Cx'’‘-fAi*-f-B«f-fCrt’+Df-+E«-|-F=o- 
En effet, sous cette forme, on voit qu’elle ne change 
plus quand on y substitue — y et — x , au lieu de 
et -f- x' f ce qui est le caractère du centre. 

Les relations qui existent entre les coordonnées 
a et & de la nouvelle origine sont du premier degré, et 
représentent deux lignes droites : ces droites ne pouvant 
se couper qu’en un seul point, il s’ensuit qu’il n’y a 

Î u’ün seul centre dans les courbes du second ordre. 

lU effet, ces équations donnent pour a et & les valeurs 
suivantes : 
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aAE-^BD 
B‘— 4AG’ 


' b' éi 


HGD — BE 
B* — 4AC 


. > J t ^ ^ ^ 

'pl ces valeurs sopt uniques : elles deviennent Infinie^, 
quand B* — 4AC est nul; ce qui signifie q^’^ors il n’y 
a pas de centre, ou, e»i d’autres termes, qu’il est placé 
à une distance infime de l’origine. Ce cas est celui de la 
parabole, comme l’indique l’équation B‘-*-4AC = o, 
qui forme, le caractère de cette Courbe. Dans ce cas , les 
deux droites qui déterminent le centre par leur inter- 
section , deviennent parallèles, puisque leur point d’in- 
tersection est irilîniment éloigné. Si, de plus, un des 
numérateurs est nul en mèmè temps que B'— ‘4 AC, 
ces dèux suppôsîtioris rendent aussi nuTl’aulrè numé- 
rateur, et leà valeurs précédentes tleV^'ct i deviennent 
indéterminées; alors' il fkut revenir aüx. équalioii.s 
mérties qui les déterrafriénl , et y înlro3uife”ces suppo- 
sitions.' Of, il est facile d’en déduire que,, dans ce cas , 
les deux équatiôiis en d et h se reduisènt à, une seule , et 
par conséquent no sulüsent' pas poiir déterminer ces 
deüx quantités. Il y a‘donc,dans ce cas'particulier, une 
infinité de centres qui sont tous situés sur une même 
ligne droite' ; mais aussi , dans ce' cas', la co'urbe se réduit 
à deux droites* parallèles, comme on l^a'Su dans l’ar- 
ticle' a8i ; et toiis les' centres se trouvent surla ligue' 
droite qtiî‘ est interiiiédiaîre ëntre elles.’ 

3oo. L’ex istence dés lignes diamétrales ‘que nous avons’ 
reconnue dahsles coirtbes du second ordre s’étend aussi 
aux courbes dfe tooslds degrés. Généralement on appella 
diamètre d’ürie eourbe mie dèoîte telld qu’éllé coupe en 
deux, parties égales toutes les cordes menées parallèle- 
ment les unes aux. autres, dans la coui'b*» sous une cer- 
taine inclinaison, D’après eel^ , si l’pu prend un dia- 
mètre pour axe des abscisses , et que l’On dirige l’axe des 
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2Ccos«co$*»'+B(8in«'cos«+sin«cos«')-l~2Asin«siu«'— o; 
ou ce qui rcvlent.llt||^làéme , ' 
aC + B (tang <’ + tang •) + 2 A tang« tang «'=0. ( i ) 

Ensuite , si c’est l’as.e des x' que l’on veut rendre un 
diamètre , il faudra que le coeOicient du terme en y' 
disparaisse , ce qui exigera que l’on fasse 
(2Aû+Ba+0)sin«'+ (2Ca-*f‘CM“E)cos «' = 0. (2) 

Mais si l’on veut donner cette propriété à l’aje des y', 
‘il faudra rendre nul le coefllcient de x' , ce qui exi- 
gera que l’on fasse ‘ 

(2 Ai -f - Ba-j-D) sin •-l-(2Ca-l-Bi4‘Ê) cos « = o. (3) 

I Examinons ce que ces équations nous indiquent. 
D’abord, quel que soit celui des deux axes que l’on 
cliüisisse pour diamètre > on voit qu’il faudra toujours 
poser l’équation (1), et y joindre seulement l’une des 
deux autres. Maintenant, l’équation (1) ne détermine 
qu’iine relation entre le.s^ angles • et et, lorsque l’un 
d’eux est dbnné , elle assigne toujours à l’autre une va- 
leur r4^e> puisque chacune des deux tangentçs de « 
pu dé •' n’j entre qu’au premier degré. Or,après qu’elle 
est ainsi satisfaite, la seconde équation , soit (2), soit (3) 
peut' l’cVre seulement par les valeurs de a et é dont ou 
dispose; ainsi, quelque direction que l’on donne à la 
droite sécante , dont on veut faire un diamètre, l’équa- 
tion ( 1 ) assignera toujours une direction de cordes qui 
seront coupées par elle en deux parties égales ; et la se- 
conde équation (2) ou (3) entre o et i , sera l’équation 
de ce diamètre relativement aux premiers axes des co- « 
ordonnées sur lesquels les a et i sont comptées. 

Ces deux dernières équations sont évidemment toutes 
deux satisfaites lorsque l’on pose 

2Ai-(- Ba-{-D=o, 2C«r-f-Bô-|- E=c. (1) 

Ainsi , les valeurs de c et é données par ces deux 
conditions apjnirtiennent évidemment à un {loint qui 
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««trouve sur 

ces mêmes conditions qui déterin^l^t le pPfîc f 

tous les diamètres des courbas du second d^r^ pas^nt 
'par leur centre; et rccîprbtjtiément toute ligne droite 
menée par le centre, dans les courbes du second ^gré , 
est un diamètre, puisque, sa direction étant donnée , les 
équations ( 2 ) et (3) sont satisfaites, et que la direction 
des cordes gst ensuite déterminée en quantités réelles par 
réquation.(i). . . ^ 

3oa. üupposonsquCjdaps une courbe quelconque , on 
ait trouve une direction de coordonnées telle, qup i’ase 
desr'et celui desy' soient l’un et l’autre desdiaraètres; je 
dis que l’équation transformée en x' et y', ne contiendra 
que despuiiisances paires (le chacune de, ces variables. En 
effet, si l’aitedes est un diamètre, l’équation ne devra 
contenir que dès puissances paires dey', et si l’axe desy' 
est un diamètre, elle ne renfeirmera que des puissances 
iraires de x'. Conséquemment si ces deux caractères ont 

^ ^ . i . y,, ^ 

lieu à'ia fois, l’équation ne renfermera ^ue des jouis- 
sances paires de x' et dey'. ' " ' ^ ‘ ^ 

3o3. Celle condition est toujours remplie ^a'ns les 
oourbes du second ordre , lorsque l’origine des ^,y*, est 

«nlacée au centre et que leurs <lire<!tions satisfont a l*é- 

a' IJ. (J-:' - JiliL 



l’équation se trouve ramenée à ne (»nlenir que i 
dos variables. Les systèmes de diamètres que Féquation ^ 1 ) 
donne dans cette circonstance sont donc toujours des di.n- 
mèü’Cs (xmjugués , en prenant ce terme dans l’acccptioii 
du n° 123. Mais la condition de passer par le centre li- 
mite réellement cette propriété à l’ellipse et àl’byper- 
bole, seul <»s où les équations (4) peuvent être toutes 
deux satisfaites en donnant aux coordonnées a et b de 
la nouvelle origine des valeurs finies. 

3o4. Lorsqu’il est possible de réduire ainsi la trans- 
formée à ne contenir que les puissances paires des va- 
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rialtles, il est clair que , s'il existe un couple de valeurs 
+x',-f-y' qui y satisfasse, ou pourva cg.ileiuent y satis- 
faire avec les autres couples — x', -f- y' ; — x', —y' ; H-x' , 
— ■J''; c’est-à-dire que les quatre angles forraés par les iii- 
tpraeqtions des axes coordonnes renfermeront cl>acun#in 
point dont les coordonnées seront pareille^, au signe 
]xrès, et qui se trouvera sur la çourlic. Si les coordon- 
nées x'j^'sont rectangulaires, les angles dont il s’agit 
deviendront des quadrans égaux entre eux , et la forme 
de la courbe sera identiqueineut la nténae dans tous, de 
sorte qu’on pourrait superposer ces quatre parties les 
unes sur les autres. Dans ce cas, on dit que la courbe 
est symétrique autour des deux axes -boordonnés. Cela a 
lieu, par exemple, pour l’ellipse et l’Iiyperliole, lorsque 
les coordonnées sont dirigées suivant les axes mêmes dp 
ces courljes. Alors la rectangularité des x et îles y' donne 
,,'=90-1- a; et, en élirai liant » do l’équation ,(i) à l’aide 
<le cette conditio», il reste ^ , 

— aC .s«i « cos <c -f B(cos’ • — sin* «) -|- 2 A sin «e cos « xzo) 
d’où l’on tire 

(A — C) tang 2 * -1- 15 = O, (3) 

équation qui donnera toujours pour tang 2* une valeur 
réelle; d’où l’on déduira deux valeurs aussi réelles de 
l’angle «. Mais ces deux valeurs seront telles, que si l’uiie 
est », l’autre sera 90“+»; et par conséquent elles ne don- 
neront qu’un seul système de coordonnées, ,qui sera le 
lÿstèune des ilcux axes. Rien n’enxpécb.e , d’établir cette 
même relation dans la paraJjole, puisrjue la condition 
B’ — î ACn’empêcbepasd’en déduire la valeur de tang 2». 
11 existera donc pour la parabole un syslènu: dp epor- 
donnéesreclaugulaires quis<atisfera aussi à réqualion(i). 
Mais une seule do c.c.'5;C0ordonnécs x’ <u> y sera un dia- 
uicirc, puisque, dans le casdolap.u'abolc, ou ne jicut pas 
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Mière à le rendre tel , et cette opération ne eliaitge- 
rait point le degré de l’équation , puisque dans les 
formules de transformation, les anciennes ordonnées 
, obliqucsx,^ , seraient des fonctions linéaires des nou- 
Telles, et réciproquement. 

3o6. Ceci accordé , résolvons l’équation par rapport 
à la variable dont elle contient le carré r et, supposant, 
par exemple, que cette variable soit_y, nous aurons 

4AC)a;‘+a(BD— 4AT, 

selon ce que nous avons vu précédemment , page 338 , la 
partie commune aux deux racines, est l’ordonnée d’ un dia- 
mètre rectilignede la oourbe,lequelaaraltpour équation, 

jy = -^(Bx + D), 

«t la partie affectée du double signe exprime FordoUnée' 
de la courbe , comptée k partir de ce diamètre , paral- 
lèlement aux y : essayons de construire ces divers ré-- 
iultats. . ! ' ‘ 

D’abord nôtre diamètre coupe l’axe des y' à uUe di-' 

stance de l’origine des coordonnées; et sa direc- 
tion forme avec l’axe des x un angle dont la tangente 
trigonométrique est — menant donc deux axes^ 


rectangulaires des coordonnées AX, AY,fig. 137 , qui 
aient en A leur origine commune , prenons sur le se-‘ 

D . , ■I*' »■ . ^ • 

cond une longueur AD égale à 7 i ? P®*" point 

Si A 

D , menant une ligne droite indéfinie LDX', qui forme 

avec l’axe AX l’angle LOX, ayant pour tangente trigo- 

■ , . B , 

uometnque — ^ ; celte ligue sera notre diamctfe. 
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AJor^ si, pour abr;^cr , on aoiame • rangle LOX , on 
^DrrsiaTOLr 

B 1 

sur quoi il ne faut pas oublier que, d’après itæ premiers 
principes de l’application dc l’Algèbre à la Gcomélrie, 
les letl res A , B , I) , ainsi que D, p , F, et les variables x 
nAy sont censées exprimer des notnbres alwtraits qui sont 
les rapjjorts de certaines lignes à l’unité de longueur. De 
D^te qu’il faut rétablir ce» rapports «ous leur forme 
géométrique, à la place de chaque lettre, quand on 
Tfaut .effectuer les ccw^uolioDS. 1 

3q 7. La dÂrecitiDn que nousaveais dositée au diamètre 
OX' dwis notre , .est traoée porticulièreinent pour 

le cas où A , B , D , seraient des quantités positives; mais 
elle peut servir de tt)!pe peur r^ésenter tout autre cas 
quelconque, en faisant corres^ndre les cbangemeiis 
de position 4ie la èlroatc OK’ aux 'cbangemeos de va- 
bwa et de signes , des let Inès A, B, D. Seulement, comme 
nous aHoBs fout ^ l’heure faire usage du poiot d’inter- 
section D, il est bon d’examiner si la distance AD a 
toujours pue valeur fiuie. Or, cela est très faoâte; car 
D 

son expression étant — , on voit qu’eUe ne deviendra 

infinie que si Aèst nul , c’eslrà-dire si le carré de la va- 
riable y n’entre pas dans réquation proposée. Mais 
pdisque, dans les cas que nous avons à discuter, l’éqna- 
tjon doit|Coul:enir ap 'moins le «prré d’Hgedes deux va- 
rialiles , nous ^ pouvwns top^rs admettre que 
opérons sur celle dont le carré reste, et qge nous la 
prenons poar y. Alors nous dèvrons adinettre quë A 
n’^ pas nnl;^ par conséquent le point d’ interjection' 
D de l’a^e des avec poti;e .diamètre se trouvera tou-, 
jours à une distance finie de l’origine A. 

3o8. 'Gdapbsé', Considérons un point quelconque M de 
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notre courbe , pour lequel AP soit x et PiM soit y, si l’on 
prolonge PM jusqu’à sa rencontre avec le diamètre 

OX', la distance PP' représentera — ^(Bx + D);^ 

par conséquent P'M représentera la partie radicale de la 
valeur de y. Or, l’équation d’une courlte doit toujours se 
simplifier quand on la rapporte à un diamètre , à cause 
- de la disposition syraétr.ique quien résulte dans les or- 
données. Pour profiter ici de cet avantage , rapportons 
notre courbe à de nouvelles ordonnées dont l’une soit 
DP' et l’autre P'M ; en désignant la première par x' , 
la seconde par y' et nous rappelant que l’angle LOX est 
représenté par », nous aurons évidemment 

, — x'cos-, J — — + 

expressions qui, étant substituées danala valeur résolue 
de y, donnent 

y'=^ (b* — 4AC)cos“«.a/’‘— 3(BD-paA£)cosct.x'-l-D’— 4AF j 


ou, en élevant an carré-les deux membres, et faisant 
' 'disparaître le dénominateur, 

4Ày *=(B“— 4 AC)cos*n , x'”— . 9 (BD— aAE)cos« . x'-f-D*— 4AF ( 2 ). 


Maintenant , le polynôme du second degré qui forme le 
second membre de cette transformée peut s’écrire de la 
manière suivante i ' 


(B’-4AC) cOs>« 


4AF.' 


La quantité Yurioble comprise entre les parenthèses^ 

deviendra un carré parfait si on lui ajoute 

(BD-2AE)* , . „ ,. . 

(B* ' ' 4AC)‘ > ”*■ ’ ® ***• pourra faire si , 

par compensation, l’on retranche hors des parenthèses 
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la quantité équivalente (B’ — 4 AC) cos’a- 

(B“-4aC)“cosV 

laquelle se réduit à à l'aide de cette trans- 

formatioti , l’équation en y' devient 

4Ay-(B‘-4AC)œs'Jx'--^2=£^r_(BPzÆV^^ 

l (B*— 4AQcos«j B“^:4ÂC^+^ 

» i 

Maintenant, introduisons au liw de x' une nouvelle, 
variable x", telle qu’on ait . J 

BD — uAir' 

* ( lJu /7kC'\ X y* ‘ .-II, if 

— 4AC) C05 « • 

ce qui n’est autre chose que déplacer l’origine dcs“x'^ 
sur le diamètre DX’^, et la porter du point D, où elle 
éUit placée, en un autre point D', tel que DD' soit énal 
à BD— aAE , „ . . . ^ h , 

(B» — 4 AC) cos » ’ ® ^ rapportée au nou- , 

veauaystèmedes/ et des x", deviendra " • • / i” 


4Ay.= (B.-4AC)co.-.i-_ (3, 

et, sons cette forme, ne contenant plus que les carrés * 
des deux coordonnées avec un terme constant , on voit 
qu elle ne peut représenter qu’une ellipse ou une hy- 
perbole rajiporfées à leur centre, ou à des diamètres 
conjugues; l’eljipse ayant Heu lorsque le coelRcient 
— 4ACest positif, Fli^pcrbole lorsqu'il est négatif. 

309 . Cetle réduction suppose seulement que notre der- 
nière transformation de coordonnées est possible à réa- 
Hser : or elle le sera toujours, à moins que l’abscisse 
BD— aAE 

(B* 4 AC ) cos tt ’ par DD' , ne devien no. 

tout-à-fait iuliuic , ce qui arriverait si le dénominateur 
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_(B’ — 4A£)cosi< élalt nul. Mais cos « ne peut pas l'tre 
nul , parce qu’il en résulterait « = go“ , ce qui renilrait 
A nul , et le diamètre DX.' parallèle à l’axe des y pri- 
mitifs, circonstance que nous avons exclue dès l’abord. 
11 ne reste donc que le cas où B’ — 4AC serait nul 
lui-meme ; or , en remontant à la première transformée 
entre _y' et a;', et y faisant immédiatement usage de 
cette condition , elle se réduit à 

4A’“_y'*= — a(BD — 2AE)cos*.x'-f-D* — 4AF ; (4) 

d’oii l’on voit qu’elle représente alors une parabole 
rapportée à son diamètre DX'. Ainsi , dans tous les cas 
possibles , l’équation du second degré proposée ne peut 
représenter qu’une hyperbole , une ellipse , on une pa- 
raliole , c’est-à-dire , une des sections du cène. 

3io. Tous les cas particuliers que ixîs sections présen- 
tent, se déduisent même avec évidence de ces transforma- 
tions ; par exemple, si , dans l’équation (4) , on suppose 
BD — aAE nul, le terme variable en x' disparaissant, 
la parabole se changera en deux lignes droites paral- 
lèles à l’axe des s/ ; et si D* — 4AF est aussi nul, 
les deux droites se réuniront en une seule , située sur 
cet axe même : pareillement , si l’on suppose le terme 
constant nul dans l’équation (.’l), elle donnera deux 
«Iroites qui se coupent lorsque B* — 4AC sera positif, 
et un point lorsque B* — 4AC sera négatif. EnGn , si 
ce terme constant tout entier, au lieu d’être nul, est néga- 
tif, B* — 4AC étant aussi n^atif , tous les termes passés 
dans le premier membre, formeront une somme de 
quantités toutes essentiellement positives; et, par con- 
séquent , l’équation proposée sera impossible à satis- 
faire , ce qui s’accorde en effet avec ce que nous avons 
vu n® 275. 

3i I. La marche que nous venons de suivre n’est pas 
seulement propre à prouver l’identité des courlies du 
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-second degré avec quelques-unes des sections dù cône, 
elle peut encore être employée avec avantage pour dis- 
cuter et construire les équations particulières de ces 
courbes que l’on pourrait proposer. Les élèves feront 
bien de faire cét essai sur les divers exemples qUe noUs 

avons donnés dans le courant de ce diapitre. 

» 

Des Surfaces du second ordre. 

3 1 2 . On a vu dans l’article 70 , que les équations entre 

trois variables représentent des surfaces, comme celles 
qui sont entre deux indéterminées représentent des 
lignes. On classe aussi les surfaces d’après le degré de 
leurs équations.Âinsi le plan dont l’équation est linéaire, 
est du premier ordre. Nous ne considérerons ici que les 
surfaces du second ordre , dont l’équation la plus géné- 
rale est * 

Az’-f-Ay-fAV-j.Byz-t-B'je2-f-B*xy-K:2-F-Cj'-fC'’s:-|-F ==o; (1) 

ét nous supposerons les coordonnées aryz rectangulaires. 

3 1 3 . Puisque deux desvariablesa:,yj,z, peuvent être 
prises à volonté, ce qui se présenté d’abord de plus 
simple est de résoudre l’équation proposée par rapporta 
une d’entre elles , par exemple, par rapport à * : alors, 
en donnant successivement à x et à y toutes les valeurs 
^ssibles,on en déduirait les valeurs correspondantes 
de Z , et par conséquent la position des difiérens points 
de la surface. 

Mais cette méthode, que nous avons employée dans la 
discussion des lignes courbes, ne serait pas propre à 
donner une idée nette de la forme et du cours des sur- 
faces, parce que , s’il est facile de saisir par la pensée la 
liaison d’une seule suite de valeurs, il serait très driheUe 
d’étendre cette idée à deux dimensions. Pour obvier à 
cet inconvénient, on imagine une suite de plans cou-pan» 
menés suivant une certaine loi , par exemple, parallèles 
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à l’on des plans coordonnés. En combitiant les équations 
de ces plans avec celle de la surface proposée , on déter- 
mine (n° 79 ) leurs intersections mutuelles. La nature 
de ces intersections et la manière' dont elles se sucoèdent , 
font saisir et voir, pour ainsi dire , dans l’espace, la na- 
ture de la surface et les divers mouvemens des Nappes 
qui la composent. 

3i4. Pour donner un exemple de ce procédé, appli- 
quons-le au cas très simple où l’équation proposée serait 

s* + a:*+^* = R*. 

Prenons les plans coupans parallèles au plan de xy ; 
leur équation sera, par le n° 5'6 , dé la forme 

■ z = a, 

a étant une constante : substituant cette valeur de s 
dans la proposée , on a 

ar* -f. J'* = R* — a?. 

Cette équation, qui appartient (n® 79 ) à la projection 
de l’intersection sur le plan des xy, représente, quel 
qweseit a, une circonférence de cercle dont le centre 
est à l’origine, et dont le rayon est |/R“ — n“:cerayon 
est réel tant que a , positif ou nt^atif , est plus petit 
que R; il est nul , quand a égale R , et imaginaire quand a 
surpasse R. Ainsi , dans le premier cas , l’intersection 
est une circonférence de cercle ; dans le second, ce corde 
se réduit à un point; et au-delà., le plan ne rencontre 
plus la surface. 

L’équation proposée étant symétrique par rapport 
aux trois variables x, y , e, on obtiendrait des résultats 
semblables en prenant les plans coupans parallèles à un 
quelconque des plans coordonnés : si ces plans passaient 
par Forigine métne dés coordonnées, chacun d’eux cou- 
perait la Surface suivant des cercles ^aux, et qui au- 
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raient pour équation 

x*+y = R*, ar^+s’zrrR*, ^■+a* = R«. 

On peut donc concevoir la surface proposée comme 
engendrée par le mouvement d’un cercle parallèle au 
pl an 3cy, et dont le rayon variable , et représenté par 
V/R“— , est l’ordonnée du cercle suivant lequel le 

plan des xz,, ou des yz, rencontrerait la surface. On 
reconnaît à cette propriété la génération de la sphère 
que j’al choisie pour donner une application simple du 
procédé général ; car, dans ce cas particulier, on peut 
aisément reconnaître la nature de la surface , en obser- 
vant que 4 / x“ -}->“+ a* est la distance d’un point quel- 
conque à l’origine des coordonnées : distance qui est 
constante d’après l’équation précédente; ce qui carac- 
térise la sphère. 

Cest pour plus de simplicité que nous avons choisi 
les plans coupans parallèles aux plans coordonnés : par 
cette disposition, les projections des Intersections ne 
diilèrent pas des intersections elles-mêmes. Nous n’au- 
rions pas eu cet avantage eu prenant les plans coupans. 
dans des directions quelconques : si, par exemple, nous 
les eussions seulement astreints à passer par l’origine, 
ils auraient eu des équations de la forme 

Ax -1- -t- Ca = O ; 

et la combinaison de cette équation avec la proposée 
edt donné, en éliminant Z, 

(A*-f C‘)x‘-f- 2 ABxj^-f y=R*C*. 

Alors la projection de l’Intersection sur le plan des xy 
est une ellipse. On pourrait cependant reconnaître que 
cette intersection elle-même est une circonférence de 
cercle, et l’on y parviendrait en la rapportant à des 
coordonnées prises dans le plan coujumt. Je donnerai 
par la suite des méthodes pour atteindre ce but. 
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,3i5. En grnéral 6ii peut, à l’aide de ce que nous avons 
lâit dans le n“ yg, déterminer les intersections d’une sur- 
face quelconque par un plan, et il est visible que ces 
intersections seront en général des courbes du même 
ordre que la surface : niais avant d’appliquer ces pro- 
cédés à l’équation générale du second degré, il faut re- 
marquer qu’une pareille équation n’est pas toujours 
possible, et qu’il existe des cas où elle ne saurait repré- 
senter aucune surface. Pour les déterminer, opéron.s 
ici comme nous l’avons fait h“ afii , sur l’équation du 
second degré entre deux variables. En résolvant l’équa- 
tion proposée par rapport à 2, et supposant, pour plus 
de simplicité, 

B“— 4AA.'=u, 2(BB' — 2AB")— ù. B'»— 4AA"=rc, 
2(BC— 2AC)=rf, 2CB'C— 2AC")=e, G’— 4AF=:/, 
elle donne 

2 ‘6'+«-h/T‘ 

Pour que la valeur de z soit toujours imaginaire, quels 
que soient x et^, il faut que la quantité comprise sous 
le radical soit toujours négative. Or, eu supposant x nul, 
ou pourra (n® 268) donner 'ny une valeur telle que le 
signe du résultat ne dépende que dé celui de a : oii aura 
donc d’abord , pour première condition de l’imaginarité , 

B“ — 4AA'<o. 

De plus, pour que la quantité qui est sous le radical 
conserve toujours son signe négatif, il faut qu’elle no 
puisse jamais devenir nulle , et par conséquent il faut 
qu’en l’égalant à zéro, on n’en tire jamais pour que 
des valeurs imaginaires. Or, on voit, par l’article 275, 
que cette condition ne peut être remplie , à moius qu’on 
n’ait 

4ae<^o, (W — saey—^(b*—iac) (i/*— 4a/') <^o ; 

25 
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ce qui exige que les quantités a,c,f, ou 

B‘— 4AA', B'*— 4AA", C“— 4AF, 

soient <le même signe, et par conséquent négatives, 
puisque la première'’ doit l’être : pour cela , il faut que 
les coefiSciens A', A", A*, soient de même signe, sans 
qu’aucun d’eux soit nul. 

En faisant donc, pour plus de simplicité, 
i*— 4ac = a', bd — = 

(^bd—uaey—(b*—iac) (tf*— 40/") =Q, 

nous aurons les trois conditions 


a<^o, a'<^o, Q<Co- 

Lorsqu’elles seront remplies, l’équation proposée sera 
impossible, et ne représentera aucune surface. 

On peut s’assurer aisément de cette vérité, en obser.- 
vant que si l’on ^ale à zéro la quantité 

é*y + cx^-^dy + «x -f-/" 

pour le résoudre dans ses facteurs simples, on pourra , en 
opérant comme dans la page 37q , la mettre sous la forme 


( 2 oy 4- ix + dO» — ^ (a'x + ^ j. 

Par conséquent, l’équation proposée équivaut à la sui- 
vante. 


(oAz -J- B_y -f- B^x -f- C)* — ^ (2«_y Hf-Ax d)*! 



(a'x + by 


Q 

kaa' 


=o. 


■et l’on voit clairement que tous ses termes sont positifs, 
■quelles que soient les valeurs réelles attribuées aux va- 
riables x,y, *, si O, ci et Q, sont négatifs, ce qui rend 
l’égalité è xéro impossible. 
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Si Q est nul, a et a' étant toujours négatifs, l’équa- 
tion peut être satisfaite, mais seulement en supposant 
chacun de ses termes nul en particulier; ce qui donne 

aAz+B^-f-B'a:-j-C=o, aay-\-bx-\-d=o , a'x-{-b'=o. 

Ces trois équations suffisent pour déterminer les coor- 
données X ,y, Z-, et, comme il n’en résulte pour cha- 
cune d’elles qu’une valeur, il s’ensuit qu’alors la surface 
se réduit à un point. 

Il est à remarquer que la quantité Q reste la même 
quand on jy change tous les signes des coefficiens a, b, c.... 

3i6. Il peut arriver aussi que l’équation proposée soit 
décomposable en facteurs réels du premier degré , et 
alors elle représenterait le système de deux plans. Pour 
cela, il faut que la quantité affectée du signe radical, 
dans la valeur de z, soit un carré que l’on pourra par 
conséquent représenter par («y -f- /Sx -f- y)“, «, /3 , y, étant 
des constantes indéterminées : développant cette exprès- 
sion , elle devient 

«t*y “ + 3*pxy -j- i3’‘x“ + 2»vy + 2y/3j; y* ; 
et, en la comparant terme à terme avec la quantité 

+ “fy ■4' «X -f-/, 

on a 

= /3* = c, y*=/, (A) 

a»fi = b, ’ia.yzzzd, %y^z=ze-, 

d’où l’on tire , 

— 4ac = o, e- — 4c/"=o; (B) 

ce qui exige que les quantités a , c , /, soient de même 
signe. Lorsque ces trois équations seront satisfaites , on 
aura 

« = V/a, /3=l/c, y=v//> 

les signes des radicaux étant déterminés d’après ceux 
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«les ([uaïUiU's i, ri, c-, et l’éqiialion proposée se résOu- 
ilra entlciix f.'icteurs, C|ui seront 


2 A s + -h B'x C ±: 



O. 


Si les quantités a, e ,f, sont positives, ces facteurs re- 
pré.senteront des plans réels : dans le cas contraire, a 
sera imaginaire, et l’on devra avoir en même temps 


2 A 2 + By + B'a- C = o , 




Alors la proposée représentera une ligne droite. 

Les valeurs de b, d, e, tirées des équations (A), 
donnent 

hd — lae = o. 


Ainsi, en .se reportant au numéro précédent, les quan- 
tités que nous avons nommées n', Q, sont nulles lors- 
que l’équation proposée est dé'composable en facteurs 
du premier degré. 

.Si l’on développe les équations (B), en mettant pour 
a, b ,c, leurs valeurs, elles deviennent 


AB"“H- A'B'“— A''B> — BB'B"— <iAA'A* = o, (i) 
AC'’‘-1-A'C’ -)-F B“ — BCG'— 4AAT = 0 , ‘( 2 ) 
AC"'‘-f A"C’ -f F B'” — B'C G"— 4AA"F = o. (.3) 

Les deux dernières sont celles que l’on obtiendrait en 
faisant successivement abstraction de x et de y dans la 
proposée, et écrivant que le résultat est décomposable 
en facteurs du premier degré. Il e.st facile de s’en assurer, 
en lés comparant avec celle de l’article 287 . La pre- 
mière n’est point symétrique avec les deux autres, et 
cela vient de ce que nous avons résolu l'équation par 
rapport à s; ce qui n’a laissé que a: et^ sous le radical : 
en la résolvant par rapport h y, on trouverait pour une 
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des trois éfiiialioiis de condition la sui>ante 

A'C"“+ A''C'“ + IÎ"CC"— 4 A' A"F=o. (4) 

Cette équation, qui ne contient que les coefficicns de x 
et de doit nécessairement être comportée par les 
trois précédentes : de plus comme elle contient la lettre 
B", qui ne se trouve pas dans les deux dernières, et la 
lettre F, qui ne se trouve pas dans la première, elle 
ne peut résulter que de la conihinaison de ces trois équa- 
tions. On peut donc la suhstituér à une d’entre elles, 
par exemple, à la première, et l’on aura alors les trois 
conditions (a) (.3) (4) , pour que la proposée rejiré- 
seute deux plans ou une ligne droite : ces équations 
de condition pourront même être employées quand une 
des quantités A, A', A", qui multiplient les carrés des 
variables a: , , z, deviendra nulle. 

Si l’on voulait parvenir directement aux trois équa- 
tions (a) (3) (4), il faudrait rendre la proposée bomo- 

gène et symétrique, en y substituant pour x, y, z-, -, 
y Z , 

n étant une nouvelle indéterminée, on trou - 

n n 

verait ainsi 

et en résolvant cette équation pai‘ rapport à n, on cber- 
eberait les conditions qui rendent le polynôme décom- 
posable en facteurs rationnels; on obtiendrait ainsi 
directement les trois équations (a) (.3) (4). 

317 . Le principal caractère par lequel nous avons 
classé les courbes du second degré, est l’absence ou 
l’existence des branebes infinies. On distingue égale- 
ment , parmi les surfaces du second ordre, celles qui 
sont renfermées dans un espace limité, et celles dont 
le cours est indéfini. 
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Généralement , lorsqu’une surface est renfermée 
dans un espace fini , si l’on mène une droite qui la 
rencontre en plusieurs points , la portion de cette droite 
qui est interceptée entre les points d’intersection ne 
pourra jamais devenir infinie; et il est évident que 
celte propriété appartient exclusivement à ce genre de 
surface : cherchons les conditions qui l’établissent dans 
celles du second ordre. 

Soient donc 

x~» z + ;S, 

les équations d’une ligne droite quelconque dans la- 
quelle • , ^ , o! , ^ sont des constantes absolument arbi- 
traires qui dépendent de la position de la droite : les 
points où elle rencontre la surface du second degré 

seront déterminés par le sj'stème de ces trois équations 
(*1“ 79)- faudra donc en 'tirer, par l’élimination, les 
valeurs des coordonnées x , y , z\ ce qui revient à 
chercher les Intersections de la surface par chacun des 
plans projetans , et à déterminer ensuite les points 
communs à ces deux intersections. Ainsi, pour que la 
surface proposée soit renfermée dans un espace fini , il 
est nécessaire et il suffit que ces courbes soient tou*- 
jours fermées , quelle que soit la direction des plans 
coupans. 

Si l’on combine d’abord la première des équations de 
la droite avec celle de la surface , et qu’on élimine x 
entre elles, il viendra une équation du second degré 
qui appartiendra à la projection , Sur le plan de.s yz, 
de la courbe suivant laquelle le premier plan projetant 
rencontre la surface : cette équation sera de la' forme 
a h' zy-\- cy^ -\-d z-\-ey ~\~f = o. 


% 
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Pour qu’elle appartienne à une courbe fermée, il faut, 
comme on l’a tu n° a68 , que Z>'* — 4a'c' soit une quan- 
tité négative : or, sans effectuer entièrement le calcul 
(le l’élimination, il est aisé de voir que l’on a 

a'=A+B'«-f.A"ce% é'=B+B‘'e, c' = A'; 
ce qui donne 

(B"*— 4A'A")«’+2(BB'— 2B'A')«+B*— 4AA'<o. 

Cette condition devant être remplie, quel que soit », 
il est visible que Fon aura d’abord (n“ 268) 

B''*--4A'A"<o. 

A' et A" seront par conséquent de même signe, po- 
sitives par exemple, si nous supposons la première 
positive, ce qui est permis. 

11 faudra ensuite que ce polynôme reste tou)ours né- 
gatif, quel que soit *; c* qui exige qu’en l’égalant à 
zéro , il ne donne pour » que des valeurs imaginaires : 
pour cela , il faut qu’on ait (n® 276) 

(BB"— 2 B'A')*— (B“— 4AA') (B'”‘— 4A'A")<o, (4) 

ou, en développant et divisant par 4A', qui est une 
quantité positive, 

AB''®4- A'B'*-f- A"B»— BB'B"— 4AA'A" < o. (5) 

Gela ne peut avoir lieu cpi’en supposant 
B»_4 AA'<o. 

Il faut par consécpient que les quantités A , A', A* soient 
toutes trois de même signe, c’est-à-dire positives, sans 
qu’aucune d’elles soit nulle. 

Ces conditions étant satisfaites, la section faite dans 
la surface par le premier plan projetant de la droite sera 
une courl>e fermée , quelle <jue soit la direction du plan. 
En combinant de la même manière l’équation 

y = »'z + fi^ 
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dn second plan projetant de la droite ayec celle de la 
sorface , on trouTCra que l’intersection sera une courbe 
fermée, si l’on a 

B"*— 4AA"<o, 

(B'B'— aBA")»-- (B'“- 4A A") (B"«— 4A'A") <o ; (6) 
ce qui exige que l’on ait 

B'“— 4AA"<o. 

Mais çes conditions ne diffèrent qu’en apparence des 
précédentes; car si l’on développe la formule (6), et 
qu’on la divise par 4 A', qui est une quantité positive , 
elle donnera la formule (5) : et, réciproquement, en 
multipliant la formule (5) par 4A", on retrouvera la for- 
mule (G). Par conséquent, la condition B'* — 4A'A"<;o 
est implicitement comprise dans les précédentes. L’ana^ 
logie fait aisément sentir qu’en multipliant la formule 
(5) par 4A, on peut lui donner la forme ' 

(DB' — 2 AB")‘— (B“— 4AA') (B'“— 4AA")<o. 

Il suit de là que , pour qu’une surface du second degré 
soit renfermée dans un espace fini , il est nécessaire et il 
suffit que son intersection , par un plan perpendiculaire 
à un des plans coordonnes, soit toujours une courbe fer- 
mée , quelle que soit la direction du plan coupant : il est 
aisé de voir que ce caractère peut servir à déterminer 
les surfaces finies de tous les ordres. 

Cette propriété tient à ce que l’on peut trouver l’in- 
tersection d’une droite avec une surface, sans combiner 
iinmétliatement l’équation de cette dernière avec celles 
des deux plans projetans ; car op parvient au même but, 
en cbercliant les points dans lesquels un des plans jiro- 
jetans rencontre la courbe suivant laquelle l’aptre a 
coupé la suj-face. 11 suffit dope, pour que celle-ci soit 
comprise dans un esjjace fini , que la courbe dont il s’agit 
soit toujours fermée, quelle que soit la direction du 
plan. 
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Nous conclurons de ce qui précède , qu’une surface 
du second degré, dont l’équation est 

lie peut être renfermée dans un espace fini , à moins 
qu’on n’ait entre les coelliciens de cette équation les 
relations suivantes : 

B’— 4AA'<o B'”— 4AA'<o B"*-4A'A''<o (A) 
AB'’“4-A'B'‘‘-t-A"B*— BB'B'— 4AA'A"<o. 

Mais nous observerons qu’une quelconque des trois 
premières , prise conjointement avec la dernière , com- 
porte les deux autres. 

Pour prendre une idée nette de ce que ces formules 
représentent , supposons que l’on fasse successivement 

x=o, y— O, s — O, 

dans l’équation générale des surfaces du second degré; 
on obtiendra, par ce moyen , trois équations aussi du 
second degré , qui appartiendront aux sections faites 
dans la surface par les trois plans coordonnés : les trois 
premières des conditions (A) signifient que ces sections , 
que nous nommerons les traces d-e la surface j sont des 
courbes fermées. Mais cela ne suffit pas pour que la sur- 
face soit elle-même fermée , et il faut encore que la qua- 
trième condition soit remplie. C’est ainsi , par exemple , 
qu’un cône droit, qui est une surface indéfinie, peut 
être placé, par rapport à l’origine , de manière que ses 
intersections par les trois plans coordonnés soient des 
ellipses. 

On voit, par les formules précédentes , que toutes les 
surfaces du second degré, qui sont de nature à être com- 
prises dans un espace fini , renferment nécessairement 
dans leur équation les carrés des variables .v,^ , z; et , en 
eu effet, si unp de ces variables , 6 par exemple , ne s’y 
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trouvait qu’à la première puissance, sa valeur serait 
toujours réelle, quelle que fût celle des autres; et , si elle 
n’entrait pas du tout dans l’équation, elle serait absolu- 
ment arbitraire , en sorte que , dans l’un et l’autre cas , 
la surface s’étendrait indéfiniment dans le sens de cette 
variable. 

3 1 8. Considérons maintenant les diverses particularités 
du cours de ces surfaces; mais pour les discuter avec plus 
de facilité , et distinguer plus nettement les propriétés 
qui les caractérisent, cherchons à simplifier l’équation 
générale, comme nous avons fait dans) le cas des courbes 
planes en changeant convenablement les coordonnées. 

3ig. Ne faisons d’aljord que transporter l’origine. En 
nommant x' et y' les nouvelles coordonnées , on aura 

a: = x'+«, y = y'+!i, z=.z' +y. 

En substituant ces valeurs, on peut disposer des indé- 
terminées • , j3 , y , de maniéré a faire disparaître les 
termes afiectés des premières puissances des variables 
x' ,y ' , z'^ ce qui donne les trois équations 

a-4- C = O, 

\ a *f- B y -f- C* = O, (a) 

a A'ct 4- B'y 4- B"/3 + C" =o; 
et, en représentant par L la quantité 

Ay*4-A'/3“4-AV4-B/ïy4-B'«>-HB"*;8+Cy+C'/î4-C"-l-F, 

qui ne contient que des quantités connues , la trans- 
formée devient 

Aa'H A'y *4- A"x'*+Bz>' 4 B'z'*'4.B"x'y'+L=o. (3) 
Cette équation reste la même , quand on y change 
4- x' , -^y , 4- z' , respectivement en — x' , — y', — z . 

Si donc , par l’origine des coordonnées , on mene une 
ligne droite dont les équations soient de la forme 
x' = mz , y = nz' , 
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les points où elle rencontrera la surface auront leurs 
coordonnées respectivement égales et de signes con- 
traires : par conséquent , la portion de cette droite inter- 
ceptée par la surface se trouvera divisée en deux parties 
égales à l’origine des coordonnées. Cette origine sera 
donc lè centre de la surface, en attribuant à cette 
expression la signifîcation que nous lui avons donnée 
dans les courbes planes, n° 298. 

Les équations (2), qui déterminent la position de ce 
centre, étant linéaires, elles donneront toujours pour 
ee, fi, y, des valeurs réelles ; mais les coefilciens A, B,C, 
peuvent avoir entre eux des relations telles , que les va- 
leurs »,fi,y, deviennent infinies , et alen's le centre de 
la surface sera infiniment éloigné , circonstance analogue 
à celle que présente la parabole parmi les sections co- 
niques. 

Pour savoir quand cela arrivera, il faut tirer des équa- 
tions (2) les valeurs de ce, fi ,y , et examiner les cas où 
leur dénominateur peut devenir nul. Si l’on calcule ce 
dénominateur par la méthode ordinaire d’élimination , 
on aura, en l’égalant à zéro, 

AB"* 4 -A'B'»-f-A'’B“— BB'B'— 4 AA'A"=o. (D) 


C’est la condition nécessaire pour que le centre de la 
surface soit infiniment éloigné. 

Si cette équation était satisfaite, et qu’on eût en même 
temps 

C = o, Çf = Q, C* r= O , 

i 

les valeurs de et, fi, y, ne seraient plus infinies : il est 
aisé de voir qu’ alors une quelconque des trois équa- 
tions (2) serait comportée par les deux autres. Elles ne 
suffiraient donc plus pour déterminer les trois coor- 
données tt,fi ,y. par conséquent, il y aurait une infinité 
de centres tous situés sur une même ligne droite qui 
serait l’intersection de deux plans ayant pour équa- 
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aAy-|-B j3 + B'« = o, 
a A'/S + 1}"# -f- B y = O. 

Dans ce cas, la surface est un cylindre droit indéfini, à 
base elliptique ou hyperbolique, comme nous le ■verrons 
plus bas , et l’axe de ce cylindre est le lieu de tous les 
centres. 

3ao. Faisons d’abord abstraction de ces cas particu- 
liers , et considérons en général les surfaces qui ont un 
centre, c’est-à-dire, dont Féquation peut être mise sous 
la forme 

Az'”4-Ay’-(-A''x'*-f-B/2'-4-B'j:V-f-li".ry-|-L=c>-, 

pour la simplifier encore , cbangeons-y la direction des 
coordonnées, en les laissant toujours rectangulaires, et 
cherchons à déterminer le nouveau système de manière 
à faire disparaître les termes qui contiennent les rec- 
tangles des coordonnées; il faudra, pour cela , faire n“ 97 

x' — x" cos X -t- y" cos X' + z' cos X", 
y = æ" cos T -f- y" cos Y' -f- z" cos Y", 
z' = x" cos Z cos Z' -f- z" cos Z", 

et joindre à ces équations les suivantes : 




cos’ X -f- cos* Y + cos* Z = 

'7 




feos* X' cos* Y' -f- cos* Z' = 

> 7 

(A) 



cos* X" cos* Y" -j- cos* Z" = 

l7 


cosX 

COS 

X' -b cos Y cos Y' -b cos Z cos 

Z' = o, 


cos X 

cos 

X" -b cos Y cos Y"-b cos Z cos 

Z' = o, 

(B) 

cos X 

cos 

X" -b cos Y'cos Y"-b cos Z' cos 

Z" = o, 


ce qui 

donnera une équation de la forme 




"xy+p. 

= 0. 


Sans effectuer entièrement le ealcul, on peut aisément 


<r 
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former les valeurs îles coefficiens N, N', N"; et, en les 
égalant à zéro, on aura les trois équations suivantes 

aA cosZ cos (cosZcosY'-J-CosTcosZ') 1 

-|- a A' cosY cos Y' -I- B' (cosZ cosX'+cosXcosZ') > = o; 
-|-aA"cosXcos X'+B"(cosY cos X'-f-cosXeosY') ) 

2 A cosZcosZ"+B (cos ZcosY"-f-oosYcosZ")i 
-l-aA'cosY cosY"-f B'(cosZcpsX"+cosXcosZ" )>=o(C)} 
■f 2 A"cosXcosX"+B"(cüS YcosX"+cosXcosY") 1 

2 A cosZ'cosZ'-f-B (cos Z'cosY'-J-cosY'cosZ") 1 
-}-2 A'cosY'cosY" -j- B' (cos Z'cosX'-f'UosX'cosZ") l=o j 
-f 2 A"cosX'cosX*+B"(cosY'cosX"-l-cosX'cosY") ) 

On peut , au moyen des neuf équations (A) (B) (G) , 
iléteriuiner les neuf quantités d’où dépend la position des 
trois axes; et, en suljstituant leurs valeurs dans la pro- 
posée , elle se réduira à cette forme très simple 

-f My* -4- M V -f L = O, 

Mais la possibilité de la transformation dépend de la 
réalité de ces valeurs. 

Pour s’assurer de cette possibilité, il faut observer 
que les équations (A) (B) (G) restent les mêmes, quand 
on y change XYZ respectivement en X'Y'Z' , ou en 
X"Y"Z*. (ies équations sont donc symétriques par rap- 
port aux trois axes des nouvelles coordonnées x"y"z" : 
par conséquent , il doit être possible de les décomposer 
en trois systèmes équivalons (A) (A') (A"), dont chacun 
ne renfermera que les quantités relatives à un de ces 
axes. Ces trois systèmes devant être encore symétriques, 
comme les équations (A) (B) (C) , un seul de ces sys- 
tèmes iwurra représenter les deux autres , et devra 
donner pour chacune des inconnues trois valeurs qui 
appartiendront aux trois axes des x"y"z". 

Pour obtenir ces équations éliminées , multiplions la 
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premi^ des çqaatious (C) par cos Y", la seconde par 
cos Y', et retranchons ces deux produits l’un de l’autre , 
en faisant , pour plus de simplicité, 

nA oos Z + B cos Y + B' cos X = M , 
fl A", cos Y + B' cos Z 4. B" cos X = P, 

il viendra 

M (cos Y' cos Z" — cos Z' cos Y") 1 . . 

+ P(cosr cosX" — cosX'cosY") / 

Effectuons la même opération en multipliant par cos X" 
et cos X', et faisons 

flA' cos Y + B cos.Z -}- B" cos X = N, 
il viendra 

M (cosX' cosZ" — cos Z' cosX") ) _ . 

+ N(cosX’'cosY''— cosY'cosX")/ ' ^ 

Traitant absolument de la même manière les deux pre- 
mières équations (B) , on en tirera les deux suivantes , 

cos X ( cos Y' cos X“ — cos X^ cos Y") 1 ^ 

• 4 cos Z (cos Y’ cos Z" — cos TI cos Y") ' 

cos Y (cos X' cos Y* — cos Y' cos X") 2 ^ 

-J-cos Z ( cos X^ ços Z" — cos TJ cos X") ï 

Si l’on fait , pour plus de simplicité , 

cos Y’ cos Z" — cos U cos Y" = T, 
cos Y’ cos X" — cosX’ cos Y* = U , 
cos X’ cos Z“ — cos TI cos X” = V ; 

les quatre équations précédentes deviendront 

MT + PU = o, MV— NU=o, 
TcosZ-HUcosX = o, VcosZ — UcosY = o. 
Il faut observer que les' quantités T , ü , V , qui entrent 
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dans ces expressions, sont les seules qui contiennent des 
accens : en les éliminant , on aura les deux équations 
suivantes, qui ne contiendront plus que XYZ , 

Mcos Y — N cos Z= O, McosX — PcosZ=o, 
qui comportent la suivante 

P cos Y — N cos X = o , 

ou , en développant et mettant pour MNP leurs valeurs , 

a (A — A') cosY cos Z + B (cos“ Y — cos“ Z) i 

-f- B' cosY cosX — B* cos X cos Z ) ° ’ 

a (A — A") cosXcos Z-+-If (cos* X — cos* Z) f _ . . 

-f- B ces X cos Y — B" cos Y cos Z 5 w 

a(A*-A')cosYco8X+B"(cos*Y— cos*X) \ 

+B' cos Z cosY— B oos X cos Z ■* 

' à quoi il faudra joindre 

cos* X + cos* Y -f" oos* Z = 1 . 

Ces équations éliminées suffisent pour déterminer cosX, 
cos Y, cos Zj et, comme les formules dont nous sommes 
partis étaient symétriques par rapport au trois axes des 
nouvelles coordonnées , on aura , par rapport à chacun 
d’eux , trois équations semblables aux précédentes, en 
sorte qu’il suffit de résoudre ces dernières. 

Pour y piu'veiiir , on fera 

cos X := 7n cos Z , cos Y = n cos Z ; 

on a alors 

cos Z = — y- -.-} =■ , 

^/i4-to*+h* 

et les quantités m, n, se trouyent déterminées par les 
équations 

a (A — A’) n-f-B(ra*— i)4"B' mn — B"m, = o, 
a (a — A") /n4*B'(nt* — i)+ Bmra — B"n = o. 
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t; Si l’on prend dans la première la valeur de m , qifî 
est au premier degré , et qu’on la substitue dans la se- 
conde , le terme aflfecté de disparait de lui-même , et 
il reste, pour déterminer n , une équation du troisième 
degré. Cette équation avant au moins une racine réelle , 
il en résultera au moins une valeur réelle 'pour m , et 
par conséquent pour chacune des quantités cos X, cos Y , 
cos Z : ces valeurs vérifieront les équations (5) , et il 
y aura au moins un des axes cherchés qui sera réel. 

Supposons que l’on transforme les coordonnées de 
manière à prendre cet axe pour celui des z, les deux- 
autres axes étant pris, comme on voudra, dans le plan 
perpendiculaire , et seulement de manière à faire entre 
eux un angle droit : si après avoir efiectué ces t^ns- 
formations dans l’équation proposée, on lui applique 
ensuite les équations (5) , elles devront se trouver satis- 
faites en faisant cos X = o , cos Y ■= o , cos Z = i . 
Cette supposition donnant B = o. B' = o, il s’ensuit 
que , si l’on eflectuait réellement cette transformation , 
les rectangles yz, xz, des nouvelles coordonnées , dis- 
paraîtraient d’cux-mèmes , et l’équation serait ramenée 
è cette forme , 

Aî* -i- A.y -I- A"x* -f B"xy -f L = o ; 

les coelficlens A A'A"B'’L étant tous des quantités réelles j 
mais, lorsqu’on n’a plus qu’une équation de cette forme , 
où BetB' sont nuis, lesdeux preraièresdes équations(5) 
sont encore satisfaites en supposant cos Z = o ; ce qui 
donne des axes perpendiculaires à l’axe des z. La posi- 
tion de ces nouveaux axes est déterminée par la troi- 
sième de ces équations, qui devient 

a( A" — A') cos Y cos X -f- B" (cos“ Y — cos’ X) = o , 
ou , comme ou a alors 
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cos“ X*+ COS* Y,= 1 , , ^ , 

„ a(A“— A') „ 

Umg*X+-^ — ^jTï ‘tangX — i=o.' ‘ 

lie «lernier Àerme de cette équation étant négntif et 
égal à — 1 , les deux valeurs de tang X sont réelles, et 
les angles auxquels elles répondcut sont X et X -f- y o°. 
Les nouveaux axes des x et des y, déterminés par les 
équations (5), seront donc réels; l’axe des s, que l’on 
avait trouvé d’abord, et auquel ils sont' perpendicu- 
laires, est aussi réel : on aura donc ainsi trois axe& réels 
et rectangulaires , dont le système satisfera aux équa- 
tions (A), (B) , (G) ; c’est-à-dire qu’en y rapportant 
l’équation générale des surfaces du, second ordre, les 
trois rectangles des coordonnées disparaissent d’eux- 
utéines de Cette équation. . „ 

3ai. Quoique ce système de coordonnées soit en géné- 
ral unique peur cliaquq surface, il pourrait exister entre 
les coefliciens de l’équation proposée des relations telles, 
que quelqu’une des équations (5) fût satisfaite d’ellc- 
même ; alors les quantités metn resteraient Indéterriii- 
nées, et il y aurait une infinité de systèmes pareils a 
ceux que nous considérons : cela arriverait, par exemple, 
si l'on avait ■— • , , 

A = A'=A", B = o, B' = o, B" = o; * 

« . f 

ce qui suppose 

Alors les trois premières équations (5) seraient satis- 
faites d’elles-mêmes , et il ne resterait qu’à remplir les 
conditions relatives à la perpendicularité des trois axes; 
alors aussi, de quelque manière qu’on change la direc- 
tion des coordonnées, en les laissai v' toutefois rectan- 
gulaires , comme les équation&(5) le supposent , on n’in- 
troduirait jamais les rectangles des variables; c’est ce 
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qu’il est facile dé voir directcmcut ^yar les substitutions. 
Le cas que nous considérons ici est celui de la sphère , 
et la propriété dont il si’agit a son analogue dans le cer- 
cle , comme oii l’a vu précédemment. 

Si l’on avait simplement 

Bi=cr^ B = o, B"=«, 

uùe des équaUons (5) serait satisfaite d’ene-m^e, mais 
• les deux autres ne pourraient pas 1 être , a moins qu on 
n’eût cos Z=o ; il faudrait donc alors qu’un des trois 
axes, celui des par exemple, fût perpendiculaire i 
(Jes t, y on âttrait ensuite 

oos^ Y oo«®X= 

c’est-à-dire que les angles X , Y, sont com|^ment 
de l’autre-, ce qui est une suite de la otmdition pru- 
dente en vertu de laquelle Paxe dOftt » s’agit eSt situe 
dans l’e plan des xy. Mais, pour la détermination des 
autres a^le». recourir immédiatement aux équa- 

tions (C) , qui deviennent, dans ce cas , 

A<»sïoo8Z'-|-A'(oosY cosY'-4-cosX cosX')=o, 

AcosZ {cotY coaY' + cosX cosXp = o, 

A cos Z' cos Z” -H A' (cos T cos Y" -h cos X' DOS X") î= O. 

En lés combinant avecleséquatlons CB) , elles donnent 


(A — A')cosZ cosZ' =o, 
(A — A^cUsZ «wZ't=o, 
(A -“A') «osZ' cos Z" = O ; 


et si l’on n’a pas A= A’, il faudra que deux des trois 
«.Ütités cos Z', «îcs Z', soient nuUes-, ce qui 

deux des nouveaux axes dans lé 

leur situation dans ce plan reste indétemmee, il y awa 
infinité de systèmes de coordonnées rectangulaires 
^^aur^ftous le même «e des . , et qui aunmt la pro- 
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pricté de UC point introduire le rectangle des v.'d-iaJdcs 
dans l’équation proposée; aussi verrons - nous , par ia 
suite, que la surface représentée par cette équation est 
formée par la révolution d’une courbe du second degré 
autour de l’axe des z. 

On arriverait à des résultats anaJogues, si , B, B', B" 
étant nuis, on supposait A= A', ou A=A” : ces cas se 
traiteraient comme le précédent. 

Si , dans les formules de l’article 3 s g, on veutsupposer 
que l’on ait fait préaUblement disparaître les rectangles 
des coordonnées, l’équation que nous avons nommée <(&) 
ne pourra être satisfaite qu’autant qu’une des quantités 
A, À', A", sera nulle. Si 'en outre on suppose les coefli- 
ciens C, C', G* nuis , comme nous l’avons fait à la £n 
même article, une des trois variables disparaîtra entière- 
ment de l’équation delà surface ; et comme cette variable 
est alors absoluemenl indéterminée, il s’ensuit que 
la surface est, ainsique nous Pavons anncmcé alors, un 
cylindre droit dont les génératrices sont perpendicu- 
laircaà la baOe , laquelle est uneellipse ou une hyperbole , 
située dans qn des plans onordestnés. Le cas de l’Iivrper- 
bole comprenant celui des deux lignes droites , le plan 
SC trouve compris parmi «es cylindres. 

Des Surfaces du second ordre rapportées à 
leurs axes. , 

5x3. 11 résulte de cette discussion que toutes les sur- 
faces du second degré qui ont un centre , sont icnfer- 
méM dms l’équatiem 

Mx*-+-My4-M''x*+L = o. (i) 

Mais On peut aussi les réunir avec cdles qui n’ont point 
de centre, dans une fitrinule très simple. En eO^, si 
l’on «bange dans l’équation générale la direction des 
courdoniwes sans dc|duGer leur origine^ et en les kis- 

a6.. 
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saut toujours rectangulaires, on pourra’ disposer des in- 
dùterininées dépendantes de cette direction, de manière 
à faire disparaître les rectangles _yV,»V, des nou- 

velles variables j car on aura, pour cela,ies mêmes con- 
ditions que dans les numéros prccédens^.Pnr cette opé- 
ration, la proposée sera ramenée à la foriâe u 

Kz' -j- R'y -f KV + F = o. 

Alors, si l’on transporte l’origine des coordonnées sans 
•changer la direction des nouveaux axes, ce qui se fera 
en supposant i . ■ • > 

z'=a*-l-a, y'—y“-{-a, x'^x’-^-'a', 

on pourra disposer des indéterminées a, a', a", de manière 
à faire disparaître le terme tout connu; ce qui donnera 

Ma’-f- Ko -|- K'a'-f- F= o. (a) 

11 existera toujours pouro, a', a", des valeurs réelles qu i 
satisferont à cette condition , excepté dans le seul cas où 
la proposée serait elle-même impossible. Ainsi , en sup- 
primant les accens dont nous n’avons plus besoin', et 
faisant, pour plus de simplicité , 

aMa-fK=H, 2 M'«'-f-K'=H', aM‘'a''-f-R'' = H", 

t t ■ 

toutes les surfaces du second ordre se trouveront Com- 
prises dans l’équation 

l’ârïj^inc des coordonnées étant sur un point de la surface. 

liquation (a) ne détermine qu’une des coordonnées 
n a' a" de la nouvelle origine; on peut en conséquence 
disposer des deux autres pour rendre nuis deux des coef- 
liciensH,H'dl'’;mais cette réduction n’est applicable qu’à 
celles des variables dont le carré se trouve aussi dans 
l’équation; car, si M, par exemple, était nul; l’indéter- 
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mince a disparaîtrait de la valeur de H, qui sc réduirait 
alors à une quantité toute connue. 

Cette circonstance nous fournit un moyen très simple 
de reconnaître dans l’équation (3) les surfaces qui n’ont 
pas <le centre; car, ces surfaces nq pouvant se ramener à 
la forme de l’équation (i), si on essaie de déterminer 
It^Arbitraires a a a" de manière à ce que les premières 
puissances des trois variq^les disparaissent en même 
temps, quelques- unes de ces quantités devront devenir 
infinies dans le cas des surfaces dépourvues de centre : 
or on aurait, pour les déterminer, les équations 


aMa4-K = o, 3M'a'-fK' = o, aMV + 



II faudrait donc qu’une, au moins, des trois i 
MM'M" fût nulle, celle qui lui correspond pâ^i^'-les 
quantités Klv'K' ne l^^^t pas. Ainsi , quand notî^' vou- 
drons considérer dans l’équation (3) les surfaces dépour- 
vues de centre, nous devrons supposer que' cette équa- 
tion a perdu quelques-uns des termes qui contiennent 
les carrés des variables ; modification analogue à celle 
qu’offre la parabole dans las sections coniques. 

323. L’équation généi'ale étant ainsi ramenée, dans 
tous les cas, à sa forme la plus simple, evamiiion.s plus 
particulièrement la nature des diverses surfaces qu’elle 
représente, en oomiqpnçant d’abord par celles qui ont 
un centre, et qui sont par conséquent comprises dans la 
formule ' ' • ■ 

M5’‘-f-My4-MV+L'^o. ' ■ 

Cette équation , étant résolue par rapport à une quel- 
Suedes trois variables x,y,z, donueMitpour elle deux 
|prs égales et de' signes contraires.*! suit de là que 
an des plans coordonnés divise Ces surfaces éfi' deux 
jtortioiis égales et symétriques. Les traces ^ (inrfaeè 
.sur ses plans sc nomment sections prineipales , et les axes 
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râctanguiaii'cs qui dclcr minent ce système de coordon- 
nées s’appellent axes principaux. 

Si nous coupons la surface par des plans parallèles aux 
plans coordonnés , ce qui revient à supposer successive- 
ment x,y, z, constantes, les intersections, qui seront 
des courbes du second degré rapportées à leurs axes et 
au centre, détermineront la forme et le cours de la sup- 
facc. La nature de ces intersections dépendra évidem- 
ment des signes des coeiEciens MM'M' : or, en suppo- 
sant M positif , ce que nous ferons toujours , il peut arri- 
ver qu’on ait 

M' et M° positifs , 

M' positif, M'u^atif, 

M' négatif^ M" positif, 

M' et M" négatifs. 

Les trois derniers cas donneront toujours deux coefB- 
ciens de meme signe, le troisième étant de signe dlfie- 
rent : ils rentreront par conséquent les uns dans les 
autres , et conduiront aux mêmes résultats, en changeant 
convenablement les variables les unes dans les autres. Il 
suflira par conséquent de considérer séparément le pre- 
mier cas et le dernier. 

3a4. M,M',M", étant positifs, si l’on fait successivement 
x—a, y — fi, *=y, 

aji,y, étant des constantes, les intersections de ces plans 
avec les surfaces auront pour équations 

Ma* -H M'^* -h M"«* -H L = O , 

Mz“ -f MV-hM'yS' + L^o, 
My-1-MV-f-My’ -l-L = o. 

Toutes ces intersections serout alors des ellipses q»i au- 
rujut leurs centres sur les axes des x,y,z. Les traces de la 
siq'facc s’obtiendrout eu faisant « = o, /S = o, ysno» 
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et elles auront pour équations 

lÂz* -4- M'y’ L ^ O , 
Ms’+MV+L=o, . . 

M'y’+MV + L = o. 

Si L est positif, toutes les interseotions parallèles aux 
plans coordonnés seroiit imaginaires, ainsi que la sur- 
face ; si L est nul, elles se réduiront à un seul point , qui 
sera Torigine des coordonnées; enfin si L est négatif et 
égal à — L', elles seront réelles tant que les quantités 

• — — L'+M'/3>, —L'-l-M»*, 

seront négatives ; elles se réduiront chacune à un point, 
quand oes quantités deviendront nulles, et deviendront 
imaginaires, de ntéme que la surface, au-delà de cette li- 
mite. Ainsi, dans le cas que nous considérons, la surface 
est fermée. La natàre de ces intersections lui a fait donner 
le nom ù! ellipsoïde. 

La construction de cette surface se déduit aisément 
des considérations précédentes (fig. i a8). Eu effet , BC-, 
CD, DB, représentant ses trois sections principales, 1a 
section B'D', faite par un plan B'PD' parallèle à celui 
des xa, sera une ellipse qui aura son centre au point P, 
et dont les axes seront les ordonnées PB', PD' menées 
par ce point aux deux sections principales situées dans 
les plans des xa et des xy. Pour chaque point M pris 
sur la droite PD', l’ordonnée M'M de l’ellipse B'D' sera 
celle de la surface. Nous n’avons représenté dans la figuré 
que la portion qui est renfermée dans l’angle trièdre des 
coordonnées positives. 

En faisant y =o et z=s«, dans l’équation de cet 
ellipsoïde n° üa5 , la valeur de x représente l’fdtscisse 
AC des points où l’axe des x rencontre la surface : on 
trouve ainsi. 
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Ci:tle double valeur indique deux points d’inferseetiorr 
situés de part et d’autre, et à des distances égales do 
l’origine des coordonnées. On trouvera de même , en 
faisant .succcssivenient^=o et *=o; puis x=o et z—Oy 



Le double de ces valeurs forme ce qu’on appelle les axes, 
de la .surface : on voit qu’ils ne sont réels , que si L est 
négatif. ' ■ 

L’équation de l’ellipsoïde prend une forme très élé- 
gante lorsqu’on y introduit ces axes. Si Fou représente 
par A, B, C, la moitié de leurs longueurs, respective- 
ment parallèles aux x ,y, z, on aura 



et , en tirant de ces rapports les valeurs de MM'M’, 
l’équation de la surface devient 

A’B’e; 


sous cette forme, on voit aisément que les sections prin- 
cipales sont des ellipses dont les axes sont A et B, À et C 


B et C. 

3a5. Prenons les plans coupans perpendiculaires au 
^lan des sy, et passant par l’axe des z , leur équation sera 


■ ;l) ■ .. J = nx, 


ou, en adoptant pour coordonnées (fig. 129 ) l’angle 
NAC et lè rayon AN , que nous représenterons respecti- 
vement paP '^ et . 

M. : '■ • Q 

X = r cos ip , ^ Sin p. 


Substituant ces valeurs dans l’équation de la surface, on 
aura celle de l’intersection rapportée aux coordonnées 
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r et Z , qui sera 

Ma* r* (M' sia* ^ + M* cos’ ?>) + L = o. 

Elle représente en général tles ellipses dilFérentes , sui- 
vant les différentes valeurs de Mais , si M' = M“ , 
les axes AC , AD, situés dans le plan desx^, deviennent 
égaux, l’angle f disparait , et l’on a simplement 

Mz* + M';-* + L = O. 

Toutes les sections faites dans la surface par des plans , 
menés par l’axe des z , sont donc alors égales entre elles 
et aux deux premières sections principales: la troisième : 
devient une circonférence de cercle j et il en est de 
même de toutes les intersections parallèles au plan 
des jy : la surface est donc alors forniée par la révolu- 
tion de l’ellipse BC ou I5D aiftourde l’axe des z. On voit , 
par ce procédé , qu’eu général , pour qu’utie surface soit 
de révolution autour de l’axe des z , il faut que x el y 
entrent dans son équation; de manière que z n’y soit 
fonction que de r ou de x* 

La supposition de M =i.Mlou de M = M* donnerait 
des ellipsoïdes de révoli4|H||witoar des autres axes. 
Enfin , si M = M' = M” axes A , B , C s^t 

égaux; l’éqUation de l|Lfurffice devient . 

• ^ L . 

Elle est alors de révolution par rapport aux trois axes : 
on reconnaît aisément la sphère à celte propriété. 

3a6. Généralement , à mesure que les quantités 
M, M’, M", diminuent, L restant le même, les axes qui 
leur correspondent augmentent , et l’ellipsoïde s’étend 
davantage (fig. 128). Enfin, si une d’elles, M" par exem- 
ple, devient nulle, les deux autres restant finies et po- 
sitives, l’axe correspondant, qui est ici AC, devient 
jnjini; alors l’ellipsoïde se change en un eviindre dont 
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Taxe SC confond avec celui des x,et dont l’équation est 

Ms’ -1- M'y’ L = O. - 
La base de ce cjlindr^Ut l’ellipse BD située dans le ]dan 
des *y , et la coord on iW i .^ devient arbitraire; c’est pour- 
quoi elle disparaît de l’équation de la surface. 

On voit de rranveau , par cet exemple , qu’en général 
.me équation qui ne renferme que deux des trois va- 
'lablesx.y, z, représente un cylindre lorsqu’elle est 
prise dans tonte sa généralité. C’est ainsi que l’équation 

4 un plan perpendiculaire à un des plans coordonnés se 
«oit à l’équation de sa trace sur ce plan. 

Si aux suppositions précédentes on ajoute que M=M', 
l’ellipse BD devient une circonférence de cercle; et Fon 
a alors le cylindre droit h base circulaire , tel qu’on le 
considère dans les élémens cfe Géométrie. 

Enfin, si M' est nul , l’équation se réduit à 

■* L = O, 

ce qui donne 

M 




cnc^epréscntc alors deux plans, parallèles au plan des xy, 
et situés de part et d’.iutre de ce plan, à la distapce AB. 

527 . Considérons inaintcnaiit le cas où M' et M' sont 
négatifs, M étant positif. Dans ce cas, l’équation de la 
surface est 

Ma’ — M'y’ — MV-f L = o ; 

cl les intersections parallèles aux plans coordonnés ont 
pour équations 

Ma’ — M'y — MV -i- L = o, 

" Ma’ — M"x’ — M'/3’ -1-L = o, 

M'y’ + M"*’ — My* — L = o. 

■Ixs deux pi^emlctcs sont des hyperboles , les dernières 


*]) i tj ts o gle 
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.soBt des ellipses : on a alors pour les traces de la surfaçe 

M** — My-f-L = o, Mi*— M" x*H-L = o, 

jry*+M'’x‘— L = o. 

Les intersections parallèles aux plans des xz et desyz 
sont toujours réelles : il n’en est pas de même des inter- 
sections parallèles au plan des xy ; elles ne peuvent être 
toujours réelles que lorsque L est une quantité positive : 
si L est négatif et égal à — JJ, elles seront imaginaires 
pour toutes les valeurs de y, qui rendront la quantité 
U — My* positive ; quand cette quantité sera nulle , elles 
se réduiront à un points et au-delà elles seront toujours 
réelles. Ainsi, dans ces denx derniers cas, la surface s’é- 
tend indéfiniment dans tous les sens; mais sa forme 
n’est pas la mêmé. 

Lorsque L est positif (fig. i5o) , les deux sections prin- 
cipales, qui sont des hyperboles, ont pour second axe 
l’axe des z : elles sont donc placées comme le représente 
la figure : alors tous les plans parallèles à celui des xy 
rencontrent la snrfaœ suivant des ellipses. 

En cherchant, comme dans Fartide 3a4, les inter- 
sections de cette surface par les lignes des xyt , on trou- 
vera les trois axes, dont les denx premiers seront réels> 
et le troisième imaginaire : si on les représente respec- 
tivement par A,B,Cl/ — i, et qu’on introduise ces va- 
leurs dans l’équation de la surface , elle prend la forme 
suivante 

A* B*z* — A*C*y* — B*C*x*-l- A*B’C* = o. 

Lorsque L est négatif au contraire, les hyperboles 
résultantes des sections principales ont pour premier 
axe l’axe des a , elles sont donc placées comme le repré- 
sente la fig. i3i : alors la surface est imaginaire entre 
B et ; par conséquent, les plans parallèles au }dan 
des xy ne la rencoutrent point dans cet intervalle, au- 
delà duquel ils donnent constamment des ellipses. 
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Dans ce cas , si l’on cherclie les trois axes de la sur- 
face , relativement aux xyz , ou trouvera le dernier réel , 
et les deux autres imaginaires. En les représentant res- 
pectivement par A.y' — 1 , B v/— 1 , et C, l’équation de 
la sui'iàce deviendra 

= o. 

On voit maintenant en quoi diffèrent ces deux sur- 
faces que l’on nomme hyperboloïdes. 

Lors<jue M' = M", on a A = B ; elles deviennent 
toutes deux de révolution autour de l’axe des z. 

Si M* devient nul, L ne l’étant pas, l’axe AC devient 
iuGni, et l’équation se réduit à 

Ma*— My-f-L=’o. 

Elle représente alors un cylindre perpendiculaire au 
plan des zy, et dont la base, ou la section par ce plan, est . 
une hyperbole. La situation de cette base, et par consé- 
quent celle du cylindre , dépend du signe de L. 

A mesure que L positif ou négatif diminue, l’ inter - 
valle BB' (iig. i 3 i) et l’ellipse CDD' (fig. i 3 o) se res- 
serrent ; enfin , quand L est nul , les points B et If se 
confondent , et l’ellipse CDD' se réduit à un point qui 
est l’origine même des coordonnées. Les hyperboles 
«lonnées par les plans des arc et des yz deviennent des 
droites , et les by))crboloiides se réduisent tous deux à un 
citne qui ressemble au cône droit des élémens de Géo- 
métrie , à cela près que sa base est une ellipse; son centre 
est à l’origine des coordonnées : dans ce cas, on a 
l’équation 

Ms* — M"** = 0. 

m ■ * 

Les sections de la surface par des plans parallèles aux 
plans des ia ou des vs,’sout encore des hyperlwles <jui 
ont leur centre sur l’axe des y ou sur l’axe des x. On 
pourrait donc concevoir encore ce cône comme ayàul 

»• . • 
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=poiir base une hypcrlwlc située dans un'plan parallèle 
à un des deux précédens; et alors il serailjengcndré par 
le mouvement d’une ligne droite assujettie à passer tou- 
jours par l’origine des coordonnées , et par des points ^ 
différens de cette hyperbole. Si M" est nul , ce cône se 
réduit à deux pb»ns passant par l’origine des coordon- 
luies , et perpendiculaires an plan des^y*. 

On peut encore s’assurer que la surface précédente est 
conique, en menant les plans eoupans par l’axe des a : 
alors ils auront pour équation 

jf = xtangç; 

ce qui donne 

T = r cos , J» = r sin ?i. 

G;s valeurs, substituées dans l’équation des liypcrbo- 
loïdcs, donneront pour l’équation de l’intersection - , 
Ma*— (M' sin*9 4“ M" C08*<p) + L=o; 

qui appartient en génér.-il à l’iiyperlwlc , mais qni , dans 
le cas où L = o, représente deux lignes droites menées 
par l’origine ; ce qui est le caractère des surfaces co- 
niques, puisqu’elles sont engendrées par le mouvement 
d'une droite assujettie à toucher toujours une courbe 
donnée, et à passer toujours par un même point. Ici les 
droites correspondantes à un même plan coupant font 
des angles égaux avec l’axe des aj ce qui tient à ce que 
l’axe du cône passe par le centre de l’ellipse qui lui sert 
de base, et est perpendiculaire au plan qui la contient. 

Tant que M' et M" sont diflerentes l’une de l’autre, 
les droites données par l’équation 

Ma* — r* (M' sin “9 + M'eos'ç) =o, 

font des angles différens avec l’axe des a suivant les va- 
leurs de Rimais, lorsque M'=M", on a 

Ma*— r*M' = o; i 
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i’ angle disparaît, et toutes les génératrioes font des 
angles égaux arec l’axe des * : ainn, dans œ cas , la sur-, 
face devient un cône droit à base circulaire , ayant pour . 
axe l’axe des z. 

3a8. Le cdne cpie nous venons de considérer est, par 
rapport aux hyperboloides , ce que sont les asymptotes 
de l’hyperbole par rapport à cette courbe. En effet, si 
l’on représente par *, z, les coordonnées respectives de 
ees deux surfaces pour les mêmes valeurs de x et de jr , 
on aura 

M'y* + M"x* _ My M'x*— L 

a*— M ^ iï ’ 

ce qui donne _ . . 

• L 

La différence entre ces ordonnées, supposées de même 
signe , sera positive ou négative suivant h; signe de L : 
par conséquent , le cône sera intérieur à l’hyperboloïde , 
si L est positif; extérieur, si L est négatif. Cette diffé- 
rence sera d’autant plus petite, que les valeurs des 
coordonnées^' et z seront plusgrandes : ainsi le cône ap- 
prochera toujours de plus en plus de chacun des hypqr- 
boloïdes, sans pouvoir jamais les atteindre. 

339 . Les hyperboloides ont enoore plusieurs propriétés 
remarquables qui les rapprocbesit des surfaces coniques. 
Si l’ on considère les hyperboles 

M'y*— M'V-+-L = O , 

qui sont données par les plans conpans perpendiculaires 
à l’axe des x , on voit qu’en supposant L positif (Cg. ï3o) , 
elles auront leur second axe parallèle aux z, tant que 
— M"a*-}-L 

sera une quantité positive, ce qui anrit'eraquand le plan 
coupant passera entre le centre et le point C ; elles se ré- 
duiront à des lignes droites, quand cette quantité sera 
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nulle, ee tpii arrivera à resti'«mité de l’ase ACj cufia, 
|H>ur «les «listances plusgrandes da centre, eUes auront 
leur premier axe parallèle à celui des z. On peut suivBe 
la même marche sur les hyperboles parallèles aux plans 
des x 2 , et on trouvera également «fuc le plan mené à 
l’extrémité de l’axe AD , perpendiculairement à l’axe 
des_y, rencontre aussi la surface suivant deux lignes 
droites. Ceci est un cas particulier é^uae propriété plus 
générale que nous développerons par la suite. 

33o. Reprenons maintenant I’c«|uatkMi géuérale 

Ma‘+ M>* + M Ha 4- ll'_y + IFa: =o. (a) 

Pour en déduire les snrface.s dépourvues do cuntre, il 
faudra (page 4o5) supposer quelqu’un des trois coefli- 
ciens M , M', M", égal à zéro : ecs cocQioiensne ]Kuvcnt 
cependant pas être tous supposés nuis à la fois, car 
alors la' surface ne serait plus «pi’un plan. Il y aura 
donc en tout deux cas à examiner, suivant qu’une seule 
on deux d’entre les quantités M , M', M", seront nulles. 
Nous allons discuter <%s deux c^, en supposant i|ae le 
terme Mz‘ reste dans l’éqnation, le coéfficient M étant 
positif. 11 suffira de changer convenablement les va- 
riables jyt les unes dans les autres, pour en déduire les 
résultats «pii auraient lien , si M ^it égal à i.éro. 

Supposons d’abord M" nul , M' ne l’étant point : alors, 
d’après ce qui a été dit dans l’article 333, on pourra 
Iraasporter les coordonnées parallèlement à cllcs-mémcs, 
de manière à ren«lre H et H' nuis. L’équation sera donc 
réduite à la forme 

Mzi'“-f-My*hH''j; = o. , 

Les sections parallèles aux plans deiyz, des xz, et «les 
0 ^, seront . . 

Ml* +My+H"«=o, 

Ma* + H"x -h M'/3* = O, 

My+H*x+My* =o. 
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Les deux dernières, qui représentent des p.iraboIes, 
seront toujours réelles, les autres seront des ellipses ou 
des hyperboles , selon que M et M' seront de même signe 
ou de signe contraire. Les sections principales de la sur- 
face auront pour équations 

M jf*=o, Ma’-f-H’x^o, M^y* -f- H"*r — o ; 

et, suivant le signe de M', la première se réduira à un 
point, ou représentera deux lignes droites. 

Supposons d’abord M' positif, ainsi que M. Les sec- 
tions parallèles au plan desy'z ne seront réelles qu’au- 
tant que H" et ce seront de signe contraire. La surface ne 
s’étendra donc que d’un seul côté du plan des yz ; sa- 
voir, du côté positif, si H' est négatif; de l’autre , s’il est 
positif : cette dernière disposition est représentée dans 
la ligure ) 3a ; on y reconnaît aisément l’ellipsoïde de la 
fig. ia8, dont deux sections principales sont devenues 
des paraboles. 

Prenons maintenant M' négatif ; l’équation de la sur- 
face devient 

Ma»— My-|-H"x = o, 
et les sections principales seront 
* Ms»— M>»=o, Ms»-fH"s = o, M'y— irx=:o. 

Celles qui sont paraboliques auront leurs branches diri- 
gées en sens contraire , et leur sommet à l’origine ;des 
coordonnées ( fig. i33 ). En général , les sections parallèles 
au plan desy^z seront des hyperboles BB'B",CC'C", qui 
auront leur centre dans l’axe des x ; mais d’un côté de ce 
plan , elles auront leur premier axe Bô parallèle aux z , 
et de l’autre, elles auront le premier axe Ce parallèle 
aux y. Ces directions différentes se réunissent dans le 
plan desy'z , *ù le* sections hjrperboliqucs se réduisent 
à deux lignes droites AL , AJL' , comme le représente la 
iigufe i33 , où l’on a supposé H" positif. En général, il 
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o«t ai|sé de roir que le signe de H" n’iuilae point sur la 
forme de la surfocc , mais seulement sur sa position par 
rapport plans coordonnés. Il est remarquable que. 
les byperlwles représentées par les équations , , 

Ma* — M’_y“ + H"« = o , 

et qui sont par conséquent les ptojections sur le plan 
des y Z des intersections parallèles à ce plan» ont leurs 
asymptotes parallèles aua lignes droites AL, AL' , dont 
Téquation est 

Mi»— M' j^* = o, 

et qui sont les intersections du plan desj» avec la $ur> 
£aoe. Ainsi les plans menés par ces droites et par l’axe 
des X eonprendront toute la surface dans les angles diè- 
dres qu’ils forment de part et d’autre du plan des xy, 
et ils s’en approcheront sans cesse sans pouvoir l’at- 
teindre. Les suriaces que nous venons de discuter se 
nomment paretboioides. 

33 1 . Il nous reste maintenant à examiner Le cas oit 
M' et M" seraient nuis à la fois ; alors l’équation (a) 
devient 

Ma* 4- Hs -f B'y- 4- HV ==: o. (4) 

On ne peut, par le simple déplacement de Poriginc, foire 
disparaître que le terme Hz, ce qui ramène l’équation h 
cette forme 

Ms»4-H>4-H’'*=o. 

Les traces de la surface sur les plans des yt , des xa et 
des xy , ont pour équations 

M=*4H'y=o, Mî'-+H"x = o, H'j4-H"x = oi 

les équations des sections parallèles à oes plans seront 
en général ' , 

Mz*4H'y-t-H"« = o, 
Mz'f-»-H'x4H'/3=o, 
H'jr4H"x4>»ï'’.==0. : 

V 
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I.CS «leux pretnières représciilent des paraboles égales et 
parallèles aux sections principales qui leur correspon- 
dent : leurs sommets , situés dans le plan des xy , sont 
placés sur la ligne droite 

suivant laquelle le plan des xy rencontre la surface. On 
voit , de plus , que les sections parallèles au plan des xy 
sont des lignes droites parallèles entre elles , et à la trace 
delà surface sur ce même plan. 11 est aisé de reconnaître 
à ces caractères que la surface dont il s’agit est un cy- 
lindre' parabolique dont les génératrices sont parallèles 
au plan des xy , les projections de ces génératrices sur 
ce plan faisant avec l’axe des x un angle qui a pour 

tangente trigonométrique — jp . 

D’après ce que nous avons dit sur la nature des sur- 
faces cylindriques , il est clair que , si nous transformons 
les coordonnées de manière à prendre un des axes pa- 
rallèles aux génératrices, une des trois variables a: , y, s , 
disparaîtra d'elle-méme. Pour cela , il faudra conserver 
l’axe des z , et changer seulement ceux des x et des y , 
en les laissant rectangulaires, ce qui se feraà l’aide des 
formules , 

X = x' cos «e — y sin «e, 
y x' sin « -f- y' cos «. 

En elTet, en substituant ces valeurs dans l’équation de la 
surface , elle devient 

Mz“-l-(H'cos« — ll''sin«)y'-f-(irsin«-i- H"cos<»)jc' = 0 . 
La variable x' disparaîtra en faisant 

H' sin » •+■ H” cos <t = o ; 

ce qui donne 

11 " 

tang « — -jp-. 

Le nouvel axe des x devient ainsi parallèle à la généra- 
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trice qui a pour équation 

H'j^ + H"x=o, 

et l’équation transformée de la surface devient 


Ma* 


(H'*4-H"*)cos« , 

ÏT~ ~ 


O. 


33a. En coupant les surfaces du sécond degré par des 
plans diversement inclinés» les intersections sont des 
courbes du second ordre ; on peut aisément reconnaître 
leur nature , en les rapportant à des coordonnées prises 
dans le plan coupant lui-méme. 

Pour cela , reprenons les formules 


X = mx + m y' + m" z , y = nx' + n'y -4* n"z' , 

f Z * f t t1 f 

z=px -+-py +/> a , 

qui servent généralement à la transformation des coor- 
données en trois dimensions. Si l’on substitue ces va- 
leurs dans l’équation d’une surface, cette surface se trou- 
vera rapportée aux a/ yV ; et, pour trouver son intersec- 
tion par un plan donné, il suffira de. combiner son 
équation avec celle de ce plan. Or , si les coordonnées 
x' y sont prises dans le plan coupant lui -même, la 
troisième coordonnée z' lui sera perpendiculaire , et 
l’équation de ce plan sera z' = 0 . Ainsi , pour trouver l’é- 
quation de son intersection avec la surface, il suffira de 
faire z' nul dans cette dernière, après l’avoir transformée. 

Ou, ce qui revient au même, il suffira d’y substituer 
pour xyz les valeurs suivantes 

x=OTx'-|-77i'y', y=nx'-\-ny' , z —px'-^p'y', 

que l’on obtient en supposant tI nul. 

11 ne reste plus qu’à déterminer les coelliciens m,m, 
n, n ,p,p’, d’après la position des axes dans le plan cou- 
pant. Pour plus de simplicité , nous supposerons que 
les X sont comptées sur la ligne AX' (fig. i34) , qui 
représente la trace de ce plan avec celui des xy, et nous 

aZ- 
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prenJrons ]x>ur axe des y' une thy>ite AY' menée dans 
le plan {lerpendiculairement à celte trace : alors, si 
nous commençons par considérer les points situés sur 
l’axe AX' , pour lequel y' est nul , les valeurs de xyz 
deviendront 

X — mx , y = nx' , px'. 

L’axe AX' étant situédans le plan des , si Ton nomme 
P l’angle X' AX , on aura pour les points sitnés sur cet 
axe 

x = x'cosp, , ^=ca:'siinp, ss=o.' 
et par conséquent 

m = cos P , n = sin p , p = o. 

( 

Relativmnent à l’axe des y' , on aura &' = o, == o., 
cc qui donne > 

je=yy, y = ny, »=p'y'. 

Soit un qneloonqne des points qni j sont situés. Si 
l’on mène MlvriM'P'* respectivement parallMes aux 
axe» des »• et des y , MM' sera * , FM' > ~ y ; AF, x, 
et AM , y*, Tangle MAM' sera celui qne Ëiit te plan 
donné av«e celui des xy : en le nommant é , on aura 
Z BS gin ♦, AM' = y' cos < , 

y c= — AM' cos P = y co s d co s P , 

X — AM' sin P =y cos t sin p ; 
ce qui donne 

m' == oos 9 sin P , n'= — cosâcosp, p' = sin9; 

et, en réunissant ces deux valeurs, on en tire généra- 
lement , pour tous les autres points du plan IC AY' , 

X r= æ' CQS P -{-y COS 9 sin P , , 

jf=x'sinp — y,cos9oosp} »=yaiB9. 

Ces formules serviront à rapporter les points (fnn plan 
À des axes reetangnlaires qui y seront situés. 
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333. Juw|«i’icl nous n’avons changé que Fa tiirectioa 
fies axes : si l’o« vonlait aussi déplacer l’origine, il suf- 
jHrait d’ajouter aux expreestons précédentes les eoordon' 
nées a ,b , c ,àe l’origine nouvelle (n® 97 ). On aura 

ainsi pour xyz ces valeurs générales 
\ 

X = a -t- x' cos ip -h y' cos fl sin ÿ , 
y =l> -t- x' «in ^ — y' cos ^ cos p ^ 

Z = c 4-y pin fl, 

dans lesquelles a,6,c, représentent les anciennes coor- 
données x,^, *, d’un point quelconque pris dans le plan 
coupant. Ce plan se trouve aussi déterminé par les trois 
conditions , de passer par ce point , de faire avec le plan 
des xy un angle Ô , et de couper ce même plan suivant 
uae ligne droite qui fasse un «nglc p avec l’axe des jr. 

, 334. Eu Buliatituant ces valeurs dons l’équation gé- 
néride 

' M=‘ -j- My M"** + Hs + 4- n"x = O , 

qui comprend toutes les surfaces du second ordre , on- 
aura l’équation de l’Interæction qui sotb évidemment 
du second degré en x', y' , et l’on pourra reconnaître sa 
nature d’après les méthodes que nous av«ms données. 

On imnrra même disposer des indéterminées, desquelles 
dépend la position du plan coupant ^ pour obtenir les 
diverses intersections qui seront compatibles avec la, 
nature de la surface : si , par exemple ,, on demande 
que l’intersection soit une circonférence de cercle ; il 
suffira , pour cela , que les cocfficiens de y'“ et x'“ soient 
égaux et de même signe, celui des x'y' étant nul. Or l’on 
verra aisément, parla substitution eflGective, que ces con- 
ditions donnent les deux équations suivantes 

Alsin*fl-f-Rt'cos’Ocos’^-f-M"cos*#sin’^ — M'sin”^— M”cos’p.t=o , (2) 

sin P cos^'cos J = o, (S} 


I 
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lesquelles doivent servir à déterminer les angles 9 et 
La seconde est satisfaite en supposant cos 8 = o ; ce 
qui donne sin 9 = i, et 9 =90° : cette valeur, substi- 
tuée dans la première , donne 

M — M' sin* P — M" cos* ç=z o-, 
d’où l’on tire 

. . , /M" - M 

t®"s’’=-V iraf- 

Alors le plan coupant est perpendiculaire au plan des 
xy : cette valeur de tang p n’est réelle qu’ autant que la 
quantité 

RI" — M 
M — M' 

est positive. Ainsi , dans ce cas seulement , la supposition 
cos 9 = o est admissible. Cda n’a pas lieu , par exemple , 
quand M' = M". Alors , en eÉFet , la surface est de révo- 
lution autour d’un axe parallèle à l’axe des z , comme 
on peut aisément le voir en transportant les coordonnées 
xe\ y parallèlement à elles-mêmes , et il devient impos- 
sible de la couper suivant un cercle par un plan paral- 
lèle à cet axe,àmoins qu’on n’ait aussi M =M' = R1"; 
ce qui est le cas de la sphère. 

L’équation (3) est encore satisfaite en faisant 

sin ^ = o , ou cos p = o 

La première supposition donne le plan coupant perpen- 
diculaire au plan des yz ; la seconde le rend perpen-: 
diculaire à celui des xz. Dans le premier cas, on aura 
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Chacune de ces valeurs de t ne sera admissible qu’autant 
que les quantités qui s’y trouvent aflectées du signe ra* 
<lical seront positives. Or , il est aise de voir qii’en pre- 
nant M positif, ce qui est toujours permis , les trois 
quantités 

M" — M M' — M" M* — M' 

• M — M" M*— M*’ M' — M ’ 

ne peuvent pas être négatives en même temps , d’où il 
wit qu’une au moins des suppositions précédentes sera 
possible : or , chacune d’elles donne deux, valeurs de 
tang 6 ou detang ç , et par conséquent il eu résultera , 
dans cliaque cas, deux }iositions du plan cou])ant qui 
donneront des circonférences du cercle. 

11 suit de là, l°. qu’en général, par chaque point 
d’une surface du second degré on peut toujours faire 
passer deux plans qui la coupent suivant une circonfé- 
rence de cercle. 

n". Lorsque l’on a fait disparaitre de l’équation de la 
surface les rectangles des coordonnées, les plans cou- 
pans qui donnent des cercles sont perpendiculaires à, 
l’un des plans coordonnés. 

3®. G)mnic les conditions précédentes ne déterminent 
que les angles fi et ^ , et non pas les coordonnées a ,b ,c, 
il existe pour chaque surface une infinité de plans qui 
donnent des cercles , et ilssont tous parallèles entre eux. 
Quant aux indéterminées a, fi, c, on peut en disposer 
pour que l’origine de x'y' se trouve au centre même du 
cercle suivant lequel la surface est coupée ; cette condi- 
tion , qui rend les coefliciens de x' et de^' nuis , donne , 
entre a, b,c , deux équations linéaires; d’où il suit 
que , pour chaque surface , les centres de tous ces cercles . 
sont situés sur une même ligne droite. 

a et fi étant supposés déterminés pai' ces deux équa- 
tions , f reste encore arbitraire; mais, pour que les 
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cercles doiil il s’sgit soient réels, il faut que le dernier 
terme de l’équation transformée en a/* et y'* soit de 
signe contraire aux deux autres. Cette condition, qui 
limite les valeurs de c , pourra toujours être remplie 
pour cliaquc surface, excepte dans les points où elle ne 
s’étend pas. 11 suit de là que toute surface du second 
degré peut être engendrée par le mouvement d’un cercle 
toujours parallèle à lui-méiue, et variable de rayon. 

En appliquant ces résultats au cône elliptique, on 
pourra le couper suivant une circonférence de cerde; 
ce qui donnera le eûne oblique que l’oû Considère rela- 
tivement à son volume dans les Eléraens de Géométrie, 
et dont nous aurions pu , quoique avec moins de simpli- 
cité, déduire toutes les courl>es du second ordre. Une 
des sections drcnlaires étant regardée comme base de 
cette surface, l’autre se nomme section souscon traire. Il 
est aisé de voit-, par ce qui précède, que, si le cône est 
droit, la section souscontraire se confond avec la base. 

On trouverait de même quelles sont les surfaces du 
second degré qui peuvent être coupées suivant des ligues 
droites , et les dèves pourront s’exercer à cette recherche. 

î)eh Pians tangens aux Surfaces du second 
ordre. 

355. Par uU point quelconque pris sur une surface 
contije, on peut mener une infinité de droites qui ne la 
l'encontrent qu’en ce point. L’ensemble de ces tlroitcs 
forme , comme on le verra tovit à Hieure , une surface 
plane que l’on nomme pian tangent j et qni ëst , par rap- 
port aux surfaces, ce que sont les tangentes par rapport 
alan lignes. 

Cherchons l’équation du plan tangent relativement 
aux surfàces du second ordre : pour cela, reprenons 
celle de cet surfaces, qui est ^ 
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Aa*4- A'y4-A''x“-i-C2 + C!y+C‘'a: + L=o. (i) 

En supposant qu’on ait fait disparaître les rectangles 
des coordonnées : soient z", les cwordonnées du 

point de tangence , on aura 

Az"*+ A'/‘+ + cy+ C*x*-fL = o. ( 2 ) 

Les équations d'une droite menée par ce point, suivant 
une direction quelconque, seront 

X — x'' = a(z — z"), y — y’-=b{z — z“), 

axAb représentant les tang^tes trigonométxiques des 
angles que ses projections fortnent as^îc l’axe des 8. Dans 
les points on cette droite rencontre la surface, ses équa- 
tions subsistent on même temps que les deux précé- 
dentes. Or, en retranchant ces dernières l’une de l’autre, 
on a 

A(z+z'’)(z-z")-hA'(y-t-J'")(y— y')+A'(x+x*)(*-^) 

-f C(z— z") -f C' (y - + C" (X— x”) = o. 

Mettant pour ^---_y "-et x—x" leurs valeurs données par 
l’équation de la droite , on aura, relativement aux points 
d’intersection , 

{ A(z+z') -f-A'é(^-f-y )+A"«(x-|-x'')-t-C-|-C'ê-t-C"o } (z-z"=o. 

Cette équation est satisfaite, quand z=*'’; oespii donne 
y^y“ €t x;=x”, parce que le point dont les coordon- 
nées sont i", y, b", est sur la droite. Supprimant le 
facteur commun z — z” , il vient 

A(*'+z")+A'è(^-|-y")+À''iT(jc+*‘')4'C+C'é-fC'at=o. 
Cette équation appartient au second point dans lequel la 
droite, considérée comme sécante , rencontre la surface. 

Si elle eet tangente, ce second jjoint doit «e confondre 
avec le premier, et ses coordonnées doivent être les 
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roênics. L’équation prcccdeule doit donc alors être sa- 
tisfaite, quand 011 fait , 

tl H W 

x = j: , y=y , s = z ; 

ce qui donne 

2As'+ zA.'by"+ ü\"ax“+ G -f- C'i C"a=o. ( 4 ) 

C’est la condition nécessaire pour qu’une droite soit tan- 
gente à une surface du second ordre. Comme elle ne 
su(Ht pas pour déterminer les deux quantités a et b , 
une d’entre elles reste arbitraire; et conséquemment il 
existe pour chaque point une infinité de droites qui 
jouissent de cette propriété. 

Si l’on élimine a et b au moyen de leurs valeurs prises 
dans les équations de la droite, le résultat exprimera 
toujours une propriété commune aux droites qui tou- 
chent la surface dans le point donné; mais il ne renfer- 
mera rien qui soit particulier à aucune d’elles; il appar- 
tiendra par conséquent à la surface qu’elles forment , 
laquelle aura pour équation 

(sAe" + C)(z- z’) + (3A'y" -I- C) (y -y’) 

(s AV -f- C") (x — x") = O. 

Cette équation étant linéaire en x,_y, z,le lieu de toutes 
les tangentes est un plan qui est lul-mème tangent à la 
surface proposée. 

En développant'cette expression, et faisant usage de 
l’équation (2) , on peut la mettre sous la forme la plus 
simple 

(2Az" -f- C)s + (2A.y -f CO y -f (2 A''x" + C") x 
- 1 - Ci' + C'y" -f- C'x'-i- 2L = 0. ( 5 ) 

Pour les surfaces qui ont un centre, C, C' et C" sont 
nuis, lorsque l’origine des coordonnées est placée à ce 
point : l’équation du plan tangent devieut alprs 
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A.'yy"-^- A“xx’-\- L = o. 

33 G. Une droite menée par le ]»oint de tangence, per- 
pendiculairement au plan tangenty se nomme une nor- 
male. D’après la première condition , ses équations seront 
de la forme 

x — x’=a'(i — z.“), jr— y=A' (s — z"). 

Pour que la seconde soit remplie , il faut (n® 82) qu’on ait 

A"x" = a’Az", A'y’ = b'Az" -, 

ce qui détermine a' et b'. Il ne reste plus qu’à 'substi- 
tuer ces valeurs dans les équations de la normale. Si la 
surface proposée est de révolution par rapport à un des 
axes, par exemple, celui des_y, on a A=A"; et la va- 

x’ 

leur de a, qui devient — j , donne 
2 > 

xz" — zx"=o, 

pour la projection de la normale sur le plan des xz : 
cette projection passant par l’origine des coordonnées, 
il s’ensuit que la normale rencontre l’axe des _y. Cette 
propriété est générale ; et , lorsqu’une surface est de ré- 
volution autour d’un axe, toutes ses normales rencon- 
trent cet axe. 

337. En mettant dans l’équation du plan tangent, 
pour x’y"z" les coordonnées du point de tangence , il 
sera facile ensuite de construire ce plan. On peut aisé- 
ment faire l’application de ces résultats aux diverses 
surfaces du second ordre que nous avons discutées , et 
l’on en verra naître plusieurs propriétés remarquables. 
Prenons pour exemple l’b^perbolo'ide que nous avons 
discuté dans l’article 327. L’équation de cette surface est 

Az®— 4 'y*— AV+ L = o; 
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celle du plan tangent sera 

Axz!'—A'yy''—\"xx"+h^o, 
et en outre on aura pour le point de tangence , 

As"* — A'/*— AV + L = O. 

Pour trouver les points communs au plan tangent et à 
la surface , il faut Combiner les trois équations précé- 
.dentes de manière à en éliminer x,y ou s-; car, dans 
ces points, elles subsistent en même temps. Or, si l’on 
retranche le double de la seconde de la somme des deux 
autres, on trouve 

^(s - »')• - A'iy -y (*- x-f^o. (A) 

La troisième , retranchée de la seconde , donne 
As*(s— s")— A'y" {y—f) — K"x" {x—x") - o; 
d’où l’on tire 

' ' A»- ■ 

Substituant cette valeur dans l’équation (A) , il vient 

{Ay {y ^y-^ -h A"*'(a:-a:"))* - AAV* [y -y^ 
— AAV* (x— x-*)*= O. 

Ce résultat, qui ne contient que x et _y, appor tient 
aux points communs au plan tangent et à la surface i 
c’est l’équation de leur projection sur le plan des xy. 
Elle est toiqours satisfaite, quand x=i:x*, ce qui doit 
être , puisque le point de tangence est nécessairement sur 
la surface; maiseUeesl, de plus, décomposable en fac- 
teurs du premier degré; car, si l’on fait 

’ ^ y-y' = «(x-x''), 

le facteur x — x°, devient commun à tous ses termes; 
en le supprimant , les variables xety disparaissent , et 
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l’on a pour déterminer a , l’équation du Second d^ré i 
(A'oy" + A'x')» — A A'o»z'» — A AV — o ; 
ce qui donne pour chaque point de la surface deux va- 
leurs de a Lorsqu’elles seront réelles , les points com- 
muns au plan tangent et à l’hyperbcdoïde auront pour 
projection deux lignes droites sur le plan des , et , 
comme ils sont d’ailleurs situés sur le plan tangent, ils for- 
meront aussi deux droites dans l’espace. Leurs projections 
sur les autres plans coordonnés s’obtiendront en élimi- 
nant y ou X de l’équation du plan tangent, au moyen 
de celle de la projection déjà trouvée > ce qui revient à 
combiner ensemble les équations 

Ax' -Ay A'x* (x-x') = o, 

_y— y =a(x— Z*)- 


11 s’agit maintenant de savoir ai les valeurs de a se- 
ront toujours réelles. Or, en développant l’équation qui 
détermine cette quantité , elle devient 

A'(Az"*— A'y**)a*-{- 2 A'A*j-*x*a-f-A‘'(Az''»— A''*"‘)=o; 

ou , en faisant usage de la relation qui existe entre les 
coordonnées du point de tangence, 

A'CA'x*»— L)o* -f 2 A'Ayx'’a -f-A"(A'y"* — L) = o. 

La quantité affectée du signe radical, dans la valeur 
de a , sera 

— A' A* (Ay*-L) (AV*— L) + A'^A'^yx"* ; 

ou , en développant , 

A'A”L(Ay’‘-l- AV — L) , 

qui se réduit enlln à 

AA'A"U''*. ; , . • r 

Les trois quantités AA'A"étant pdsitives , a ne peut être 
réelle qu’suitant que L sera aussi positive : par consé* 
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quent, l’hyperboloïde a une nappe dont l’équation est 
Aa* — A'y“- — A"x^ -j- L = o , 

A A' A" et L étant positives, est touché par ses plans 
tangcns suivant deux lignes droites; et il est le seul 
hyperboloïde du second ordre qui jouisse ds cette pro- 
priété. Cette propriété n’infirme pas la définition du 
plan tangent donnée dans l’art. ... ; car il existe en- 
core , pour chaque point de tangence , une infinité 
d’autres lignes droites qui n’ont que ce point de com- 
mun avec la surface. 

338. Les formules précédentes peuvent encore être em- 
ployées pour mener un plan tangent aux surfaces du se- 
cond ordre par un point extérieur dont les coordonnées 
seraient connues. En efiet, en les supposant représentées 
par oc ,y' , z', elles doivent satisfaire à l'équation du plan 
tangent; ce qui donne 

(aAa" C)a' + (a Ay -f- C')/ (a A”x" -f C>' 

+ Cz" -f Cy-f- Cx"+ aL = O. (1 ) 

On aurait de plus, le point de tangence étant sur la 
surface, 

Az"* +Ay^+A"x"*+Cz'+Gy‘-{. C'x*4.L=o. (a) 

En regardant x" , y” et z" comme inconnues , ces deux 
équations ne suffiraient pas pour les déterminer : on 
peut donc , par un même point extérieur , mener une 
infinité de plans tangens à la surface. Si l’on élimine 
x" ouy entre ces deux équations , elles donneront les 
projections de la courbe qui est le lieu de tous les points 
de tangence de ces plans : cette courbe est celle suivant 
laquelle la surface serait touchée par une surface co- 
nique qui aurait son centre au point donné , et qui 
serait engendrée par une ligne droite assujettie à passer 
toujours par ce point et à toucher la surface. 
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L’équation (i) étant linéaire en , a", sa com- 
binaison avec l’équation (a) donnera entre x’ et a", 
y et a* , des équations du second degré ; d’oh il suit 
que la courbe de tangence sera une section conique ; et , 
par conséquent , les surfaces coniques , tangentes à 
des surfaces du second ordre , sont elles-mêmes du se- 
cond ordre. 

Si , au lieu d’effectuer l’élimination entre les équa- 
tions (i) et (2), on veut construire séparément cha- 
cune d’elles en y regardant a", comme variables , 

la première représentera un plan qui sera le lieu de la 
courbe de tangence; ce plan sera donc analogue à la 
corde qui joint les points de tangence dans les courljcs du 
Second ordre; et, en lui appliquant ici les considérations 
dont nous avons fait usage pour assujettir ces cordes 
à passer par un même point, on en déduira aisément 
des propriétés de plans analogues à celles des lignes 
polaires. 

Ijik position du plan tangent serait déterminée , si 
l’on connaissait un second point par lequel il dût passer ; 
car , en désignant par y", a* , ses coordonnées , on 
aurait 

{^Aa” 4- C) -f ( 2 A>" -f Cly-" -f- (2 A*'x’’ -1-C") x’ 

+ Cz’+cy + Cx''+:ihz=Q. (3) 

Les équations (1), (2), (3), suffiront pour déterminer 
les coordonnées x", y", z", du point de tangence en fonc- 
tion de x', y', t! ; x'’,_y'*, a*. 

On arriverait à un résultat semblable, en assujettis- 
sant le plan tangent à passer par une droite donnée. 
En effet, soient x', y', a' les coordonnées d’un point de 
cette droite , son équation sera de la forme 

X — x' = a(a— a), y—y'=ib{z—z'), 

a et b étant connus , puisque la position de la droite 
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est supposée donnée : or , x ,y' , z' deTaut satisfaire à 
l’équation du plan tangent, on aura d’abord 

(2A2' + C)a'+ (2Ay + C')y + (2A"x'4-C')x' 
+ C2."+ Cy" + C'x" + aL = O. 

Cette condition ayant lieu, il suffît, pour que la 
droite soit dans le plan , qu’elle lui devienne parallèle 
ce qui donne (.u” 8 1) , 

Al" + A'^" 4 - A"ax" =;= o. 

On aura déplus 

Aa>* -f. A'y + A*x** 4- Cl* 4- C'y 4- C'x* 4- L =s o, 
puisque le point de tangence est sur la surface. Ces 
trois équations déternaineront les valeurs de x", y", a* ; 
et, comme elles sont du second degré, il s’ensuit que 
l’on peut , en général , par une droite donnée , mener 
deux plans tangens à une surface du wcond degré 
quelconque. 

Des surfaces du second degri rapportées à 
leurs plans diamètres. 

339. On peut rapporter les surfaces du second degré 
à des coordonnées obliques, ainsi que npus l’avons fait 
pour les lignes du même ordre. Si , dans l’équation gé- 
nérale 

Al» -f Ay» 4 - A"x* 4- E^i 4. Ifxi 4 - B'xy 
4 ” C* “H fy 4" c'x L O , 

oit les coordonnées sont rectangulaires, on substitue 
pour xyz les valeurs générales 

X ne x' cos X y cos X' -f- a' cos X’Jl 

y = jé cos Y 4 “ y cos Y' 4 " t'eosY", , 

i = x' cos Z 4- y cos Z' 4- é cos Z', ^ 

dans lesquelles x', y', z' soient les coordonnées rela- 

tives à de nouveaux axes <pii font entre eux un angle 
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quelconque et Mnt assujettis aux seules équiitions 

cos* X -t- cos* Y + cos* Z I , 

cos* X' + cos* Y' + cos* 71 — I , (A) 

cos® X" + cos* Y* -f- cos* Z" = 1 , 

ou aura îa transformée 

Ml'* 4- M'y* 4- M'a/* +Ny*' + N'ar'z' + NVy' 

4- Pz' 4- P'y + + L = O. 

On pourra toujours disposer des indéterminées, d’où 
dépend la position des nouveaux axes pour rendre N , 
rr et W* nuis, et cette condition pourra même être 
remplie d’une infinité de manières^ caron a vu , dans 
le n“ 3ao,'page dgG, qu’en joignant aux trois équa- 
tions (Â) et aux suivantes: 

N O, N' = O, N" = O, 

les trois équations (B) qui ont lieu quand les axes sont 
rectangulaires, leur système suffit pour déterminer en 
quantités réelles les valeurs des neuf inconnues d’où 
dépend la position des axes : ces équations ne suffiront 
donc plus pour cet objet , quand on en ôtera les trois 
équations (B). Ainsi non-seulepient on pourra trouver 
des coordonnées .obliques par rapport auxquelles les 
surfaces du second ordre auront des équatiops de même 
forme que par rapport à leurs axes rectangulaires ; 
mais il y a .une infinité de systèmes qui jouiront de 
cette propriété, et dont les plans seront, relativement 
à ces surfaces , ce que sont les diamètres dans les courbes 
du même ordre. 

34o- Nous n’entrerons pas dans un plus grand détail 
relativement aux surfaces du second ordre. On pour- 
rait, .à l’aide des formules précédentes, et des mé- 
thodes données dans les préliminaires, découvrir un 
grand nombre de propriétés particulières à ces sur- 
faces. Il sera très utile à ceux qui auront lu cet ou- 
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vrage, d’effectuer ces applications qui n’offrent rien 
de difficile , et qui auront l’avantage de les familiariser 
avec l’emploi de l’analyse; mais un pareil détail de- 
viendrait ici superffu. La Géométrie analytique repose, 
comme la synthétique , sur un petit nombre de préli- 
minaires relatifs au point , à la ligne droite et au plan. 
Ces élémens, lorsqu’on les possède bien , suffSsent pour 
mettre en équation tous les problèmes que la Géomé- 
trie présente, sans qu’il soit besoin pour cela de recou- 
rir à aucune construction particulière. Il ne reste plus 
ensuite, jwur les résoudre, qu’à surmonter les difficul- 
tés de l’analyse; et celles-ci peuvent être souvent di- 
minuées , ou du moins éludées par un chois beureus 
d’inconnues : c’est un art qui ne peut s’apprendre que 
dans les écrits des grands géomètres , et surtout dans 
Vjirithmitique universelle de Newton, qui en offre les 
plus beaus exemples. 

Supplément au chapitre IV sur les Sections 
du Cône. ' 

341 . Les courbes du second ordre peuvent se tirer du 
droit par une analyse plus simple que celle dont nous 
avons fait usage dans le chapitre IV. Pour cela , soit 
(fig. 1 35 ) C le centre du cône ; par nn point quelconque 
O pris sur cet axe, à une distance donnée c du centre, 
concevons trois axes de coordonnées OX, OY, OZ , 
rectangulaires entre eux, et dont l’ün,OZ, soit dirigé 
suivant l’axe du cône même. Appelons */ l’angle con- 
stant CAO , formé avec le plan des xy par une quel- 
conque des droites génératrices, et cherchons d’abord 
à déterminer l’équation du cône avec ces données. 

D’après les définitions précédentes, les coordonnées 
du centre C sont x= o , y' = o , z = o; ainsi les équa- 
tions d’une génératrice quelconque, menée par ce point , 
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seront nécessairement de la forme 

x = a'(z—c), y^b'{z—c), 

le» coelTiciens a , b' étant constaiis pour la incmc gé- 
nératrice, et variables d’une génératrice à une autre. 

Maintenant , le cûne étant le plan supposé droit , et 
décrit autour de CO , comme axe , l’angle v formé par 
toutes les génératrices avec le plan des xy , doit être 
constant. Or , par l’article 67 , on a en général , 


d’où l’on tire 


^+b'' 


(a'“ + i'“) tang‘ v — \. 


Remplaçons a et b' , par leurs valeurs tirées de l’équa- 
tion de la génératrice , il viendra en général , 

(y” + j:’’)tangV = (z — cf. ( 1 ) 

Cette relation convenant à tous les |X)ints d’une gé- 
nératrice quelconque , est donc l’équation cliercl)ée 
delà surface conique; et en effet, elle s’accorde avec 
celle que nous avons trouvée dans l’article 10.'’, p. i( 5 H, 
avec la .seule différence que l’angle variable e , forme 
par les génératrices avec l’axe, est ici remplacé par 
l’angle v ou i)0“ — v. 1^! 

Coupons maintenant cette surface par un plan BOY , 
mené par l’origine O , perpejjdiculairement au plan des 
xz, et formant avec le plan des xy un angle quelconque 
u' ; l’équation d’un pareil plan se réduisant à celle 
de sa trace sur le plan des xz (n® 76),' sera ' 

Z = X tang tt' ' •' ’ 

. '1; . . - “'I ' ^ 

et , en la combinant avec celle de la surface conique , on 
.aura les projections de la courbe d’intersection. Or , 
quoique la position que nous donnons ici au plan cou 
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pant soit particulière rclafivemcrit aux plans coordon- 
nés, cette particularité ne limite nullement la nature 
(le l’intersection qui en résulte; car, en concevant un 
plan mené par le point O d’une manière absolument 
(juélconqüc , on pourra toujours choisir les plans coor- 
donnés de telle sorte, que l’un d’eux , celui des xz > 
lui devienne perpendiculaire; et, à cause de la Ibrme 
'syriiétri(jue du edrie autour de son axe, la section an- 
gulaire ACD, 'formée par lés deux gétaéràtrices oppo- 
sées, sera toujours la même, ainsi que la courbe d’in- 
tersection. Mais , au lieu d’employer directement l’équa- 
tion ( 2 ) , qui donnerait seulement les projetions de 
cette courbe , prenons de nouvelles co<irdonnées situées 
dans le plan coupant, afin d’obtenir l’équation de l’in- 
tersection elle-même. A cet effet , conservons toujours 
les mêmes que nous désignerons seulement par y' 
poùr les spécifier ; 'mais Substituoiis aux s et aux xla 
seule abscisse OP', ou x', comptée sur la trace OB du 
”|flan ’ébtîpiârit. Alors , si ‘noùs c^hsidétôns' un ' ^iht quèl- 
^'côù^e’de l’iHtéèsèction ,' pour lè^èl OÎ*'46it x 'et ‘ï^ 
'soit Z , l'a troisième 'cbdrdonnée^y'etânt jperpéndici^ire 
aiîx dedx prémicres'èn'P',''dn”aura ’évidèmmë'rtt 

y ~y', x — x' Cosu’, a = x'sin»'; >(3) 

puis, substituant ces valeurs au lieu de x,'y , z , dàns 
Fécjùat'itin 'de la ' siir'lb’ce conique^ On "aura 'è’n x', y', 
l’équation de PlntétSèCtio'n , laquelle , après lés rê'duc- 
tiôiis, sera 

y'“tang“v'-|-x'“cos*w'(taBgV' — tang“n')-f-ïjcx'sinu'=c*, ^4) 

Pour développer successivement les diverses formes de 
courbes qu’elle peut donner, il suffit de faire varier l’angle 
U oU BOX , flïfttfèpar le plan éOupaUtavec l’axe du'céne, 
déduis itérô''jüiqu*à qo degrés; fdr là'iSyiüUâfrie de la sur- 
face ctibiqüeautoU'rde^ànaxe, fait(jielè8niémë3'fonhés 
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d’intef section çev içndraicnt , ppur des yaj^urs de u com- 
pri{«$. Lçs auti;e$. quadrans. Çpmiucnçpns donc pay 
faire ï*' > ce qni fait ooïncidçjç plan coupant BOY 

avec la l?ase du C^JÇie j alpc? r4qua,tiop, de riptersection , 
étan^ divisée pauç taog* v„<}ey*e 9 t 




tang’ V 


c’est-à-dire qu’elle représente une 'circonférence de 
cercle décrite du ^iptO^copinie cçntre , avec un raypn 

égal à — - — , , ou à la knigueur AO. 
tang V 


Il est facile de v,Ojir qqe cette Mulp ^wsition du pUn 
coppaut peut donney le cercle; c^ i|é(^uation du cercle 
exige (^ue les opefficlens de y'‘ et de x'“ soient égapx 
entre epx; oç, si l’on étaldit cette égali^, il yiept 


tang* V' = cos” u (tang* v — tang^u') 
ou fang' v' sin* u — — sin* u , 

qui peut se mettre sous la forme 

et Von voit que cette condition ne peut être satisfaite 
qu’en faisant sin u' qui , ce qui donne pour u les deux 
valeurs 

u' — O, ou bien u = i8o“, 

d’où r^jqiltept ds»» posit»ftPJ du plan coupant , qu i se su- 
peqyosept , «d dont }a première e^t çelle que nous avons 
considérée. 

Partant donc de cette position du plan coupant , fai- 
sons gradvelleyt^l croître l’angle ui. Tant qu’il sera 
moindre que y , inclinaison des génératrices sur le plan 
des 4Y > l? trace BOB' ne sera pas parallèle à l’arête CD 
opppséc à CB ; elle coupera donc ces deux arêtes aux 


nES SURFACES 


4.38 

points B, B' , situées sur une mémo nappe de la surface 
conique, et par conséquent, ne pourra plus aller les 
couper une seconde fois sur l’autre nappe. L’intersec- 
tion sera donc alors une œurbe fermée qui s’étendra 
sur une seule des deux nappes du cône. Dans ce cas , 
tang“ U étant moindre que tang“ v , les coefficiens de 
et de y'^ seront tous deux positifs dans l’équation 
générale de l’intersection : cette condition caractérisera 
les ellipses. 

Lorsque lî deviendra égal à u' , le plan coupant BOY 
sera parallèle à l’arête CD. 11 ne rencontrera donc plus 
cette arête ; ou , si l’on veut , il la rencontrera seulement 
à une distance infinie du centre. Alors la courbe sera 
encore bornée à la seule nappe BCD du cône ; mais elle 
s’étendra indéfiniment sur cette nappeà partir du point B. 
La condition u ■=, v fait disparaître le coefficient de x’ 
dans l’équation générale de l’intersection, et elle se ré- 
duit à 

y' tang‘ v acjr' sin u ~ c ‘ , 

qui exprimera généralement une parabole. 

Enfin, l’angle ic ou BOX croissant toujours, et deve- 
nant plus grand que v ouCDX , le plan coupant ne ren- 
contrera plus l’arête CD sur la nappe BCD, mais il la 
coupera sur la nappe opposée du cône. La courbe d’in- 
tersection sera donc alors formée de deux branches sé- 
parées, et opposées en directions , dont chacune s’étendra 
indéfiniment sur une des nappes. Dans ce cas , tang“ u! 
surpassant tang“ if' , le coefficient de r'* sera négatif, 
celui de^'” étant positif. Ce sera le caractère des hyper- 
Iwles. 

On voit donc <jue notre éejuation (4) reproduit les 
trois mêmes sortes de courbes que nous avions trouvées 
dans le chapitre IV, en fixant par des données difl'é- 
fcntes , les positions successives du plan coupant. Mais 


.1 
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le caractère analytique de chaque espèce de courl)e se 
décou\replussimpleTOent ici «parce que la variabilité de 
position du plan coupant est plus aisée à suivre. On 
pourrait également tirer de notre nouvelle équation (4) 
les divers cas particuliers que nous avons obtenus par 
l’autre méthode dans le chapitre IV. Par exemple, le 
point considéré comme cas particulier des ellipses , s’ob - 
tiendra en faisant c nul etu moindre que de sorte 
que les coeHiciens de y'^ et de demeurent tous 
deux positifs. I^a ligne droite unique, considérée comme 
cas particulier des paraboles , s’obtiendrait aussi en 
faisant c nul, et u égal à %> , ce qui réduira l’équation 
de l’intersection a y —o , équation de l’axe des x . 
Enfin , les deux droites non parallèles , considérées . 
comme cas particuliers des hyperboles, s’obtiendront 
en faisant c nul , mais a plus grand que v ; de sorte que 
le coefficient de x'* devienne négatif, celui de restant 
positif. Les deux droites d’intersection seront alors les 
deux génératrices opposées suivant lesquelles le plan 
coupant rencontre la surface conique. Ces trois cas par- 
ticuliers placent toujours le plan coupant au sommet 
du cène, et donnent ainsi les mêmes conditions, soit ana- 
lytiques, soit géométriques, que nous avions trouvées 
dans le chapitre IV. 

Pour employer notre nouvelle équation (4) à la dis- 
cussion particulière des trois espèces de courbes d’inter ■ 
section, il faudra commencer par trouver les points d’in- 
tersection avec l’axe des x , comme nous l’avions fait par 
l’autre métho<le , c’est-à-dire en supposant y nul. Mais 
ici, l’origine des coordonnées y, x', n’étant plus placée 
sur un point de la courbe , aucune des abscisses des points 
d’intersections ne sera nulle. Néanmoins on pourra de 
même transporter l’origine à l’un de ces points, dans le 
cas de la parobole ou au milieu de la droite qui les joint 
tlans le cas des hyperboles et des ellipses. Cette transfor- 
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ination faite, tout le reste (le la discussion suivra roiniuc 
précédemment. 

On pourrait même , si on le jugeait à propos, ramener 
tout de suite notre nouvelle équation ( 4 ) à la mtoie 
forme que celle du chapitre IV, en transformant l’ori- 
gine desx' au point B, l’un des sommets de la t»urbed’in- 
tersectioD. En efi'et , la distance BO de ce point à l’origine 
peut aisément se déduire du triangle BOG , dans lequel 
on connaît l’angle C égal à 90° — v , l’angle B égal k 

t> -i~ U , et le côté OC ^al à c. Car , il en résulte que 
/ 

C cos 

BO est égal à — 7-7—, — : si donc on voulait prendre 
sin (f» -4- U ) 

de nouvelles abscisses x" à partir du point B, dans le 
sens BB', il faudrait faire 

, c co s U , 

J — , , K — X . 

sm [V U) 

En substituant cette valeur de x dans l’éqaation ( 4 ), le 
terme indépendant des variables y' et x“ s’évanouit de 
lui-même, parce que la nouvelle origine des coordon- 
nées se trouve placée à l’un des points de la courbe d’in- 
tersection; et l’équation transformée se réduit à 

J"“sin*v -f-a:"‘sin((''-|-M’)sin(*>' — u) — aux* sine <»Sf’'cos«' = o. 

Alors on peut lui appliquer immédiatement le mode 
de discussion dont nous avons feit usage au commence- 
ment de chaque chapitee. 11 est aisé de voir (pie cette 
forme est précisément la même que nous avums trouvée 
dans le chapitre IV, page 171 ; en efiet, pour s’en con- 
vaincre , il su£ 5 t de considérer que nous avions pris alors 
pour données l’angle BCO de la génératiV(^ avec l’ase 
que nous avions nommé p-, l’angle CBO formé par le 
plan coupant avec l’arète CB que noos avions nommé s; 
et enfin la distance CB que nous avions nommée ». Par 
conséquent , ces données sont liées avec les angles v, u 
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et c par les relations suivantes : 

, » - . „ asini 

v—qo°—v, u=ri + f— QO , c— j-, 

d’où l’on tire 

= p’ — w' = i8 o — coo8 u'=:asin», 

valeurs qui étant substituées dans l’équation précédente 
la changent en 

y'* cos’ V -1- sin I sin (t + av) »"* — a sin av sin s sr o } 

ce qui est en efiet identique avec l’équation ( 4 ) de la 
page 171. 

Précia deaFbrmules trigonométriques lea plus 
usuelles. 

34a. Lorsqu’on fait quelque application de la Géomé- 
trie analytique , on a souvent besoin d’employer les for- 
mules analytiques de la Trigonométrie ; mais ces for- 
mules sont si variées , qu’il est difficile de les avoir 
toujours présentes à la mémoire ; c’est pourquoi j’ai 
placé ici un précis de celles qui sont les plus usuelles, 
afin qu’on les trouve ainsi rassemblées au moment où l*on 
en aura besoin. Quant à leur démonstration, ainsi qu’à 
l’exposition des principes sur lesquels elles reposent , 
on devra les chercher dans les excellens tracés de 
Trigonométrie que nous possédons. 

On doit se rappeler d’abord(n'’ 38 ) que toutes les lignes 
trigonométriques peuvent s’exprimer rationnellement 
en fonction du sinus et du cosinus de l’arc auquel elles 
appartiennent , ce qui détermine à la fois leurs valeui-s 
et le signe qu’on doit leur attribuer. Soit a l’arc , E le 
rayon de la circonférence à laquelle il ;qqiaÿtient; oa 
a toujours 
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sin a 

taue a = R ; 

co s a ’ 

seca = • 

co s c 


. _ cosa 

cotang a = R ; 

sm a 

R* 

cosec a = . 

sin a 


Cela posé , toutes les formules trigonométriques dérivent 
de? quatre suivantes , qui expriment les sinus et cosinus 
de la somme ou de la difiFérence de deux arcs , en fonc- 
tion des sinus et des cosinus de ces arcs. Soient a et A 
les arcs donnés , supposons que le rayon du cercle soit 
pris pour unité , on aura ' 


(i) sin (a -1- A) = sin a cos A sinAcosa; 

cos (a -J- A) = cosacosA — sin a sin A; 
sin (a — A) = sinacosA — sinAcosa; 
cos (o — A) = cosa cos A -f- sin A sin a ; 


divisant ces équations membre à membre , on en tire 

sin a cos A -4- sin A cos a 
cosa cos A — sin a sin A ’ 
sin a cos A — sin A cosa 
cos a cos A -f- sin A sin a' 

Divisant les deux termes des seconds membres par 
cos a cos A, et substituant tang a et tang A aux rapports 

sin a sin A 

cos a ’ cos A ’ 

on aura 



tang (a + A) 


tang (a + A) = « + tang A 

1 — tang a tang A ’ 

tang (a _ A) = Jang a -tang A 
, 1 tartg a tang A 

expressions qui donnent la tangente de la somme et 
de la différence de deux arcs en fonction des tangentes 
de ces arcs. 
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Si l’on fait a~b dans les formules précédentes, 
elles donnent 

sin 2a = 2sinacosa, cos2a = cos’ a — sin’a. 


tang oa = 


2 tang a 
1 — tang’a’ 


expressions qui donnent le sinus , le cosinus et la tan- 
gente de l’arc double en fonction des sinus, cosinus 
et tangente de l’arc simple. 

Revenant aux équations (i) , si on les ajoute membre 
à membre , on aura 


sin (a -f- é) -f- sin (a — i) = 2 sin a cos b j 
sin (a -f- 6) — sin (a — è) = 2 sin b cos a ; 
cos (a + é) cos (a — 6) = 2 cos a cos b ; 
cos {a — b) — cos (a 6) = 2 sin a sin b. 


Soit 

a-f-i = u, a — h — v, 

ce qui donne 

a = j (u v) è = i (u — v) y 
les formules précédentes deviennent 


sinu -)-sint' = 2sin^ (u f") cos 5 (a — p) , 

(2) sinii — sin t> = 2 sin î (a — v)cos; (u-|- , 
cos a -f- cos v = 2 cos j (a -f-t')coSî(a — p) , 
cos P — cos u = u sin î (a -f- v) sin; (a — p) , 

expressions qui servent à transformer une somme ou une 
différence de sinus et de cosinus , en un produit , et à 
réunir ainsi deux termes en un seul. 

Si l’on divise les deux premières formules membre à 
membre , elles donnent 

sin U -f- sin p tang 5 (u -b- 

sin U, — sin tang i {u — p) ’ 
relation remarquable par sa symétrie. 
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Si l’on nuiltij^ie ce$ équation», men^re à n^iubco , 
en observant que, en général, a sin_y 3 !J!> 

on en tire 


sin“ U — sin* v == sin (« + v) sin (* — v) , 
cos*v — C06*-<f = sin (m -f- ('u — v ) , 

qui sont aussi d’un ft-équent usage- 
Nous avons trouvé tout à l’heure 


sin a a = a sin a cos a , ço» q U ^ 0 -m siju’ a. 

sççoude de qeg çquat;iops ^ ^es 

deux formes suivantes : 

cos a a = 1 — 2 sin“ a , cos a a = a cos* a — i ; 
d’où l’on tire 


sin* a — 


Il iT-, ço% a a 


00s' a 




On se sert de ces expressions pour substituer aux carrés 
d’un sinus ou d’un cosinus la première puissance du co- 
sinus de l’arc double. 

Soit a a= 7 u, d’où a = t U, ces ipm\ules deviennent 


sin ï 0 = ■ 


1 — cos U 


. . _ 1 “ 
ooa* I -m 

2 


et divisées membre à membre, elles donnent 


tang»iu 


1 co s M 

1 -f- qOS U ’ 


ow, si l’op veut tirer lu vulçBr flç ws « ; 


COS U = 


1 »»»• tangt 0 
1 •+• tan^ 5 « 


Ces formules sont aussi d’une application fréquente. 

De même que nous avons trouvé le sinus et le cosi- 
nus de l’arc double , on trouvera le sinus et le cosinus 
de l’arc triple. 11 sujüt «le faire, dans les formules 
(1) , ù = aa-, elles douss?pt ajor» 



1 
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i<}h' 3 û== sîn a'Ws iaïf- i*lti' 5 ïa‘C<}s'a , 
cos 3 a = cos a cos aa — sin ' ; 

substituant pour sin sa -et oos sa leurs valeurs , 

2 sin a coB'a , ét cos* a — sin* a , elles deviennent 
sin 3 «-= + S^sin a cos*« sin^a , 
cos 5 a ~ — 3 cos a sin*a + cos^n , 

et elles >peu vent se mettre sOus la dorme 

sin’ 3 a='<»s*a’'f 3 ting a'J^taiig^b'} , 

■cos fatr^eoB^a €abg\z 

kn £ 6041 * 31 , R étant un nombre entier quelconque , on a 

. ^ n.n-i.n-a , . n.n-\~n-s.n- 3 .n-% . . 1 

sin;jo=cos"n | ntonga j— ^-^tang^aH 1 a 3 4 ~5 ^tang®a..etc. j- 


cos na 


=cos"ci| I 


1.2 


-taug*a‘-+ 


n.n — 1 .n — 2.n — 3 


1.2. 3 . 4 . 


tang^a..ctc. | 


sin na: 


cosna 


• I 

Ces formules donuept le sinus et le oosinus d’un arc 
multiple quelconque en fonction du sinus et du cosinus 
de l’arc simple. Les coefticiens des dififérens termes sont 
ceux de la puissanee-du ^binôme. C’est pourquoi on 
peut rassembler ces sérïrâ sous la forme suivante : \ 

— ;^|cosa-J-t/-I^,sinaj’— -ip^|cosa— v/^.shL| 

= ~| cosa*+-'|/'^i ^mi| ^ ■|cosd’— -4/ — isina| . 

Et en eSiet , en développant ces expressions abrégées , 
elles redonnent les deux sé^ies précédentes , comme on 
peut le vérifier aisément. 

Récrpi^üèmcnt otl peui'exprîm'êr les diverses puis- 
sances qnélédâi^ês du sinus 'ètidti cràinus de l’ib'c simple 
'en'fcwet»#*» da'«fMiS«t'(ki cbriittUs de Vire mukiple ; et 
'fcêttie , en>«ittidîfj'àtot pkisîèta^ *arcs multiples ,* 6 n peut , 
rendre ces expressions linéaires.' Pbnr le prouver , il font 
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savoir qu’en développant le sinus et le cosinus en fonc- 
tion de l’arc , on a 

or’ 


sin x = X ■ 


cos X = I — 


I ,2.3 
X* 


1 .2.3.4. 5 

x4 


. . . etc. 


. . etc. 


1.2. ' I . 2 . 3 . 4 . 

Dans ces expressions , la lettre x est censée désigner , 
sous les signes de sinus et de cosinus, l’arc même que 
l’on considère; mais, hors des signes, elle exprime le 
rapport de cet arc au rayon pris pour une unité de lon- 
gueur; de sorte que, si l’on voulait faire reparaître le 

cc 

rayon, il faudrait écrire partout - au lieu de x, dans 

, , . sin X cosx J . 

le second membre , et , — au lieu de sin x et 

7* r 

cos X dans le premier membre de cette équation. Or , 
en adoptant ces séries, si l’on représente par e le nombre 
dont le logarithme hyperbolique est l’unité , elles peu- 
vent se mettre sous la forme 




sin x = 


2 V/ — Il 


COSX S 


gxv'-t . g-ïv'-i 


d’où l’on tire 






= co s X + i/-. .sin X) 
= cos X — ^ — I . sin X. 


Soit m un nombre entier quelconque, en changeant x 
en mx , on aura de même 

gfnx >/— I _ ^ — 1 sin mx ; 

g— mx V— 1 _ cos mx — l/ — 1 sin mx. 
c’est sur cela qu’est fondée la transformation que nous 
cherchons. En effet, d’après les valeurs précédentes de 
sin X et cos x , on aura 
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}’ 

J , 


4^7 


ou , en déreloppant les seconds membres par la formule 
du binôme, 




sin^a: : 


' 2"( V/— i)»^ 4. ÎLÜ L e("— 4) I ^ ’ 

etc. 


cos" x = j} n.n-i V- 

+ etc. 

Les difiërens termes compris entre les parenthèses du 
second membre sont tous de la forme par con- 

séquent, lorsque le développement sera complètement 
eOectué , on pourra substituer à leur place les expres- 
sions équivalentes cos mx + \/ — i.sin rnx, dans les- 
quelles le nombre m aura successivement pour valeur 
n; n — 2 ,n — 4... Alors les coelficiens imaginaires * 
disparaîtront d’eux-mémes par la division, ou par la 
destruction mutuelle des termes qui les contiennent , et 
les valeurs de sin"x et de cos"x se trouveront exprimées 
linéairement en fonction des sinus et cosinus d’un cer- 
tain nombre d’arcs multiples. 

Les expressions que nous venons de rapporter suffi- 
sent pour exécuter toutes les transformations qui peu- 
vent être le plus ordinairement nécessaires dans les cal- 
culs analytiques. Si l’on voulait avoir de plus grands 
détails sur cette branche importante de l’Analyse , il fau- 
drait consulter l’ouvrage d’Euler intitulé ; ïntroductio 
in Analysis infinitorum. 
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